1. МЕХАНИЗМЫ

1.1. Структурный анализ. Основные понятия

[image: image1]Механизм – совокупность твердых тел, предназначенная для преобразования движения, например, вращательного в поступательное, или для изменения параметров движения, например, для уменьшения скорости. Хорошо известный пример – кривошипно-ползунный механизм (рис.1.1). Механизм состоит из звеньев 1, 2, 3, 4, подвижно соединенных друг с другом.

 Звено – часть механизма, состоящая из одной или нескольких деталей, жестко соединенных между собой, и совершающих одно общее движение. Одно из звеньев – неподвижное (стойка 4). 

Звено, которому задается известный закон движения, называется входным. На рис.1.1 это кривошип 1. В механизме может быть одно или несколько входных звеньев. Остальные звенья называются промежуточными, исполнительными и т. п.

Подвижное соединение двух звеньев называют кинематической парой (в дальнейшем КП). Одно свободное, без связей, звено в пространстве обладает 6-ю степенями свободы. КП  накладывают ограничения на движения звеньев относительно друг друга. По числу наложенных ограничений (связей) КП делят на 5 классов: 1-й класс – одно ограничение, 2-й – два и т.д. (рис.1.2).
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Те же  КП делят еще на два вида: низшие, в которых касание звеньев происходит по поверхности (плоской, цилиндрической, сферической), и высшие (ВКП), в которых касание – по линии или в точке.

Два или несколько звеньев, соединенных КП, образуют кинематическую цепь (КЦ). Цепи могут быть простые, сложные, замкнутые, разомкнутые (рис.1.3).   
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Если в КЦ входят k звеньев, связанных между собой КП, из которых p1 – 1-го класса, p2 –  2-го класса, p3 –  3-го класса, p4 –  4-го класса, p5 –  5-го класса, то можно записать полное число ограничений в КЦ

S = 1p1 + 2p2 + 3p3 + 4p4 + 5p5

и соответственно число степеней свободы КЦ

H = 6k – S = 6k – p1 – 2p2 – 3p3 – 4p4 – 5p5 .

В основе каждого механизма лежит КЦ, однако в механизме выбраны входное звено ( или входные звенья), и стойка и, кроме того, механизм имеет определенное назначение. Для механизма также можно определить число степеней свободы по аналогичной формуле
W =6n – p1–  2p2 –  3p3 –  4p4 – 5p5 ,
где обозначено n – число подвижных звеньев.
Это выражение называют структурной формулой механизма общего вида или формулой Сомова-Малышева. 
Для примера найдем число степеней свободы для механизма, изображенного на рис. 1.4, где 1, 2, 3 – подвижные звенья, ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌׀׀׀, ‌׀Y, Y – кинематические пары 3, 4, 5 – го классов.
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Имеем

W = 6∙3 – 1∙3 – 1∙4 – 2∙5 = 1.
Число степеней свободы механизма показывает, какому количеству звеньев могут быть заданы независимые движения, т.е. фактически это число входных звеньев. Наиболее часто используются механизмы с W = 1.

 КП, накладывая ограничения, позволяют звеньям совершать определенные движения. Если звенья движутся так, что траектории всех точек лежат в плоскостях, параллельных одной неподвижной плоскости, то такой механизм называют плоским, в отличие от пространственных. Плоские  механизмы имеют преимущественное распространение. В них на движение звеньев наложены 3 общих ограничения, и поэтому здесь могут использоваться КП только 4-го и 5-го классов, при этом КП 4-го класса сверх  трех общих ограничений накладывают одну дополнительную связь, а пары 5-го класса – две дополнительных связи. Отсюда логично написание структурной формулы плоского механизма (формула Чебышева)

                                               W= 3n– p4 – 2p5.
Так, для кривошипно-ползунного механизма (рис.1.1) имеем:

                         n = 3,   p4 = 0,   p5 = 4,   W = 1.
Те же значения будут у шарнирного 4-х-звенника (рис.1.5). Для 5-звенного механизма с низшими КП (рис.1.6)
n = 4,   p4 = 0,   p5 = 5,   W =2.
Механизм с двумя входными звеньями, например, кривошип 1 и шатун 3 на рис.1.6, называется дифференциальным или суммирующим.
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У механизма на рис. 1.7 имеем  n = 4,   p4 = 0,   p5 = 6,   W =0. Теоретически такой механизм не имеет подвижности. Однако, если размеры звеньев соответствуют условиям параллелограммности, то такой механизм обладает подвижностью, но, говорят, имеет пассивную связь, одно из звеньев может исключено без ущерба для движения остальных. В нашем примере это может быть звено 2 или 4. При структурном анализе пассивные связи исключают из рассмотрения.
В кулачковом же механизме с роликовым толкателем (рис. 1.8) другое отклонение от нормы. Из рис.1.8 имеем  n =3,   p4 = 1,   p5 = 3,   W = 2, но практически достаточно одного входного звена – кулачка 1 для работы механизма. Здесь КП 2-3 может быть исключена как дающая лишнюю степень свободы. При структурном анализе лишние степени свободы также исключают из рассмотрения.
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На рис.1.9 сплошными линиями  изображен 3-х-звенный механизм (звенья 1,2,3) с ВКП в  точке К. С точки зрения структуры эту ВКП можно заменить двумя низшими КП  в точках A и B  с дополнительным звеном AB, при этом размеры AK = ρ1,  KB=ρ2, где ρ1 , ρ2 – радиусы кривизны звеньев 1 и 2 в точке касания. В результате получаем 4-х-звенный заменяющий механизм 1′-2′ -3′-3 (штриховые линии). Замена ВКП низшими также выполняется при структурном анализе.
1.2. Структурный синтез механизмов
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Л.В. Ассур предложил следующий принцип образования механизмов. Простейший механизм, состоящий из стойки  и входного звена (рис.1.10), назовем начальным (или основным),  его степень свободы 
W = 1. Чтобы получить более сложный механизм, но с тем же W=1, к начальному механизму добавляем   кинематическую цепь  с Wгр=0. Такую цепь называют структурной группой  или группой Ассура. Если в группе только пары 5 класса, то

Wгр = 3n – 2p5  = 0.

Отсюда  соотношение, характерное для структурных групп

                                          p5 = 
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    Так как  p5  должно быть целым числом, то очевидно, что группы Ассура должны содержать четное число звеньев.                                    
Наиболее часто используется первое возможное сочетание n=2,  p5=3, образующее структурные группы 2-го класса. Различные варианты расположения поступательных и вращательных пар 5-го класса в группах, образуют 5 видов (модификаций) структурных групп 2 класса, называемых также диадами (рис. 1.11). Присоединение одной группы 2-го класса к одному начальному механизму образует 4-звенные механизмы 2-го класса с одной степенью свободы, W=1 (рис.1.12). Начальный механизм с двумя диадами составит 6-звенный механизм, с тремя  диадами –  8-звенный и т.д.
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Второе сочетание в выражении (1.1)  n= 4 , p5 = 6 дает структурные группы 3-го и 4-го классов, а соединение их с начальным механизмом образует соответственно механизмы 3-го и 4-го классов (рис.1.13). 
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Класс существующего механизма определяют путем выделения из механизма групп 2-го класса, начиная со звена, наиболее удаленного от входного. В конце должен остаться начальный механизм. Если такое разложение  удается, то это механизм 2-го класса. При неудаче  переходят к поиску групп 3-го и 4-го классов. Так, 6-звенный механизм ( рис. 1.14,а) при входном звене 1 разлагается на две группы 2-го класса (5-4  2-го вида и 2-3 1-го вида) и начальный механизм 1-6, т.о. это механизм 2-го класса. Если в том  же механизме  за входное звено принять ползун 5, то выделить группы 2-го класса не удастся, а выделить можно лишь одну группу 3-го класса
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 ( звенья 1-2-3-4), оставив начальный механизм 5-6, т.е. в этом случае механизм принадлежит к 3-му классу. Следовательно, класс механизма зависит и от выбора входного звена.

Определение класса механизма помогает при выборе методов кинематического и динамического анализов. Применение механизмов 3-го и 4-го классов ограничено, поэтому далее рассматриваем только механизмы 2-го класса с одной степенью свободы, т.е. с одним входным звеном.
2. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ

Задачей кинематического анализа является определение кинематических параметров звеньев и отдельных точек механизма. Исходные данные, необходимые для выполнения анализа, – это геометрические размеры звеньев и закон движения входного звена.

 Используемые методы – графические и аналитические. Графические способы наглядны, проще в изучении, но менее точны, используются на предварительных этапах проектирования. Аналитические методы универсальны, точны, но, как правило, громоздки, их применяют в проверочных расчетах.

Ниже рассматриваем наиболее распространенный графический способ – способ планов. Здесь с использованием масштабных коэффициентов для механизма строят три вида планов: план положения, план скоростей и план ускорений.

2.1. Планы положений

План положения – это кинематическая схема механизма, построенная  в масштабе. Например, на рис 2.1 изображен план положения  кулисного механизма, содержащего  звенья: 1 – кривошип, 2 – ползун, 3 – кулиса, 4 – стойка. При построении принят масштабный коэффициент длины
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– действительная длина кривошипа, м;  (O1A) – принятая на рисунке длина, мм. Другие размеры механизма пересчитываются с учетом μl .
Так, межосевое расстояние (O1O2 ) =
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 Кинематические параметры звеньев и точек механизма определяют в нескольких предварительно выбранных положениях. Для этого выполняют разметку положений. Она может быть равномерной и неравномерной. Большей информативностью обладает неравномерная разметка, когда предварительно находят два положения возврата (крайние положения). Например, для того же кулисного механизма на рис.2.2 приведена такая разметка положений: 0,1,…,8; из них положения 0 и 4 – крайние. 

На рисунке разметки можно измерить в каждом положении перемещения звеньев от начального (нулевого) положения, т.е. углы поворота кривошипа φ11, φ12 ,…, φ17 и углы поворота кулисы φ31, φ32 ,…, φ37. 
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По результатам измерений строят диаграмму перемещений φ3(φ1) (рис.2.3) с масштабным коэффициентом μφ =2π/L ,  рад/мм. 
2.2. План скоростей

План скоростей – это фигура, которая образуется, если из одной точки (полюса)  отложить в масштабе  векторы скоростей всех точек механизма, находящегося в определенном положении. Для примера построим план скоростей кулисного механизма для положения 1  на рис.2.2. Считаем известными размеры 
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, а также закон движения входного звена кривошипа ω1 = const  (рад/с). План положения (рис.2.4,а) построен с масштабным коэффициентом μl (м/мм). Структурно механизм состоит из начального механизма 1-4 и группы 2-3  2-го класса 3-го вида.

В точке A  можно рассматривать 3 точки: A1, A2, A3 звеньев 1,2,3 соответственно. Скорость точки A1, расположенной  на начальном механизме,
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Переходим  к группе 2-3. Скорость точки  A2
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Движение точки  A3   рассматриваем как  сложное, состоящее из переносного ( вместе с точкой A2)  и относительного, и поэтому ее скорость можно записать так
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 O2B, подчеркнем их одной чертой, переносная скорость   
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, т.е. известна по величине и по направлению, подчеркнем ее двумя чертами.

 Векторное уравнение решаем графически (рис.2.4, b). Из выбранного полюса P откладываем вектор 
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как отрезок  (pa1) произвольной длины (мм). Этим определится масштабный коэффициент  плана скоростей
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У конца вектора 
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 O2B. В точке пересечения a3 получаем решение уравнения (3.1). Измеряя  отрезки на плане (в мм),  найдем
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Теперь можно определить угловую скорость кулисы

                              ω3 =  
[image: image47.wmf]l

A

m

×

)

AO

(

V

2

3

    (рад/с) .

Здесь (AO2) – отрезок на плане положения в мм. Направление ω3 – по часовой стрелке.

План скоростей обладает свойством пропорциональности. Так, для точки B можно записать  
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И далее скорость точки B 

                                               VB =(pb)
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Аналогично для средней точки кулисы (центр масс S3)
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2.3. План ускорений

План ускорений строится подобным образом. Записываем ускорение точки A1
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Так как ранее принято  ω1=const, т.е. угловое ускорение ε1=0, то касательная составляющая 
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Таким образом, в нашем примере  
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Направление 
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Переходим к группе 2-3. Ускорение точки A2 , как и скорость,
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Ускорение точки A3 в сложном движении
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Величина кориолисова ускорения
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Направление вектора 
[image: image74.wmf]2
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определится поворотом вектора относительной скорости 
[image: image75.wmf]2
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 (на плане скоростей) на угол 90˚ по направлению ω3 – переносного вращения. Относительное ускорение, как и скорость, параллельно кулисе O2B , т.е. 
[image: image76.wmf]2
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Полное ускорение точки  A3 , лежащей на звене 3, которое вращается вокруг точки O3, можно разложить и так

[image: image605.wmf]R
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Здесь       
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 AO2 .

Совместное графическое решение векторных уравнений (2.2) и (2.3) представляет план ускорений (рис.2.4,в). Масштабный коэффициент плана

                                           μw= 
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где  (πa1) – произвольно выбранный отрезок,  мм.


[image: image87]            Расчетные отрезки на плане

              (a2 k)=  
[image: image88.wmf]2
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Пересечение направлений   
[image: image90.wmf]2
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 дает решение – точку a3 .

Из плана ускорений  найдем
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Теперь можно определить угловое ускорение кулисы

ε3 = 
[image: image95.wmf]2
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/(( AO2)μl) ,    (рад/с2).

Направление ε3  найдем, если перенесем вектор 
[image: image96.wmf]2
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в точку A, получим направление  по часовой стрелке. Совпадение направлений  ω3 и ε3  означает, что звено 3 движется в этом положении ускоренно.

План ускорений также обладает свойством пропорциональности, поэтому нетрудно найти точки b и s3 на плане ускорений и далее ускорения точек B  и  S3:

WB = (πb) μw         (м/с2),

[image: image97.wmf]3
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Подобным образом строятся планы скоростей и ускорений механизмов  с группами 2-го класса других видов.
2.4. Кинематика 6-звенного механизма

Покажем построение планов для более сложного, 6-звенного, механизма. На рис.2.5,а изображен такой механизм. Его структурный состав: звенья 5-6 образуют группу 2 класса 4-го вида, группа 2-3 – диада 1-го вида, входное звено, кривошип 1, и стойка 6 составляют начальный механизм. Таким образом, имеем механизм 2 класса. 
Считаем, что угловая скорость кривошипа ω1 задана, при этом 

 ω1 =const, геометрические размеры звеньев известны, план исследуемого положения механизма построен с масштабным коэффициентом μl.

2.4.1. Построение плана скоростей
Подобно предыдущему примеру начинаем со скорости точки  A 
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  O1A .

Переходим  к группе 2-3. Для точки  B, как точки, принадлежащей звену 2, совершающему плоское движение, можно записать
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 EMBED Equation.3  [image: image103.wmf]A
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 +
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.                                                          (2.4.1)
Здесь 
[image: image105.wmf]A

V

- вектор, известный по величине и направлению, поэтому подчеркнут двумя чертами, 
[image: image106.wmf]BA

V

- вектор скорости точки B относительно A, известен только по направлению, 
[image: image107.wmf]AB

V

BA
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, подчеркнут одной чертой. Но точка B принадлежит и звену 3, совершающему вращательное движение вокруг точки  O2, вследствие этого 
[image: image108.wmf]2
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, подчеркиваем 
[image: image109.wmf]B
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одной чер той. 
Строим план скоростей по векторному уравнению (2.4.1). Выбираем полюс плана p (рис.2.5,б), откладываем вектор 
[image: image110.wmf]A

V

 как отрезок прямой (a) произвольной длины. Отсюда масштабный коэффициент плана скоростей
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Из конца вектора 
[image: image112.wmf]A

V

, т.е. из точки a, проводим линию перпендикулярно шатуну AB  на плане положения, а из полюса p – прямую перпендикулярно коромыслу BO2 . Пересечение этих прямых дает решение векторного уравнения (2.4.1), точку b.


[image: image113]
Измеряя в мм отрезки (pb) и (ab) на построенном плане, находим

VB = (pb)∙μv  м/с ,        VBA = (ab) ∙μv  м/с .
Теперь можно определить угловые скорости звеньев 2 и 3
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Перенося мысленно векторы 
[image: image116.wmf]BA
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 и 
[image: image117.wmf]B

V

 в точку B на плане положения, определяем и направления ω2 – по часовой стрелке и ω3 – также по часовой стрелке.
Чтобы перейти к группе 4-5, надо сначала найти скорость точки С3, принадлежащей звену 3. Для этого используем свойство пропорциональности планов. Запишем пропорцию
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 ,
где (pc3), (pb) – отрезки на плане скоростей, мм,

      (CO2), (BO2)- размеры на плане положения в мм.
Из пропорции         
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и скорость точки С3
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Так как 
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, как и 
[image: image122.wmf]B

V

, то на плане скоростей откладываем отрезок (pc3), совпадающий по направлению с отрезком (pb).
Теперь переходим к диаде 4-5. Отметим, что звенья 4 и 5 соединены вращательной парой, поэтому точки C4 и C5 всегда совпадают, и их скорости и ускорения одинаковы.

 Рассматривая движение точки C4 звена 4 как сложное, состоящее из переносного движения вместе с точкой C3 и относительного движения относительно точки C3, можно записать следующее векторное уравнение
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Здесь вектор            
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׀׀ x-x,
где x-x- введенное обозначение направляющей ползуна 5.
Достраиваем план скоростей по уравнению (2.4.2). Из точки c3 проводим прямую, параллельную CO2, а из полюса – прямую, параллельную 

x-x. Точка пересечения c4, она же c5, дает решение векторного уравнения (2.4.2).
Из плана
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2.4.2. Построение плана ускорений

Ускорение точки A
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где , как и в предыдущем примере,  касательная составляющая
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нормальная составляющая по величине  
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 EMBED Equation.3  [image: image137.wmf]A
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׀׀O1A и  направлена от точки A к точке O1.
Переходим к диаде 2-3.

Ускорение точки  B как принадлежащей звену 2

[image: image139.wmf]t
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.
В этом уравнении:

–  вектор 
[image: image140.wmf]A

W

 определен и по величине и по направлению, подчеркнем его в уравнении двумя чертами;
–  вектор 
[image: image141.wmf]n
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–  нормальная составляющая ускорения точки B относительно точки A, по величине 
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׀׀ AB и от точки B к точке A,  подчеркнем его двумя чертами;
– вектор 
[image: image146.wmf]t
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–  касательная составляющая ускорения точки B относительно точки A, по величине – неизвестна, по направлению 
[image: image147.wmf]t
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 AB, подчеркнем вектор одной чертой.
Далее запишем ускорение точки  B  как принадлежащей звену 3
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В этом уравнении:

–  вектор 
[image: image150.wmf]n
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- нормальная составляющая ускорения точки B относительно точки O2, по величине 
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׀׀ AB и от точки B к точке O2,  подчеркнем вектор в уравнении (2.4.4) двумя чертами;

–  вектор 
[image: image155.wmf]t
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–  касательная составляющая ускорения точки B относительно точки O2, по величине – неизвестна, по направлению 
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 EMBED Equation.3  [image: image157.wmf]^

 BO2, подчеркнем вектор одной чертой.

Строим план ускорений по уравнениям (2.4.3) и (2.4.4). Выбираем полюс плана π , из него проводим вектор 
[image: image158.wmf]A

W

 как отрезок прямой произвольной длины πa׀׀O1A,  в направлении от A  к O1. Вычисляем масштабный коэффициент плана ускорений
μw= 
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,
где  WA – ускорение точки A  в м/с2,
(πa) –  принятая длина отрезка в мм .

Далее по уравнению (2.4.3) из точки a надо провести вектор 
[image: image160.wmf]n
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׀׀ AB по направлению от точки B к точке A. Предварительно определяем длину соответствующего отрезка на плане
(an1) = 
[image: image161.wmf]w
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,     (мм).
Откладываем отрезок (an1) в мм на плане и из точки  n1 в обе стороны проводим прямую, перпендикулярную AB, как будущий вектор 
[image: image162.wmf]t
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.
Переходим к уравнению (2.4.4). Из полюса π будем откладывать вектор 
[image: image163.wmf]n
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׀׀BO2, в направлении от точки B к точке O2. Предварительно найдем длину соответствующего отрезка
(πn2) = 
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Отложим отрезок (πn2) и из точки n2 проведем прямую, перпендикулярно  πn2​, как будущий вектор 
[image: image165.wmf]t
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, до пересечения с прямой, проведенной ранее из точки n1. В полученную точку b из полюса π проводим вектор 
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. Стрелки векторов 
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 и 
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 также сходятся в точке b. Лишние части прямых, проведенных из точек n1 и n2, удаляем.
Из плана находим

WB = (πb)∙μv ,  м/с2  ,        
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Можно также определить угловые ускорения звеньев 2 и 3
ε2 = 
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Перенося мысленно в точку B на плане положения  векторы 
[image: image173.wmf]t
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 и 
[image: image174.wmf]t
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, находим направления ε2 – против часовой стрелки и ε3 – по часовой стрелке. Сопоставляя направления угловых скоростей и ускорений, отмечаем, что звено 2 движется в этом положении замедленно, звено 3 – ускоренно.
Итак, план ускорений для группы 2-3 построен, используем его теперь при определении ускорения точки C3. Запишем пропорцию, аналогичную использованной при нахождении скорости точки C3,
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где (πc3), (πb) – отрезки на плане ускорений, мм,

      (CO2), (BO2) – размеры на плане положения в мм.

Из пропорции         
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и ускорение точки С3
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Откладываем отрезок (πc3), совпадающий по направлению с отрезком (πb).

Переходим к диаде 4-5. Как и ранее, рассматривая движение точки C4 звена 4 как сложное, состоящее из переносного движения вместе с точкой C3 и относительного движения относительно точки C3, запишем векторное уравнение
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В этом уравнении  вектор 
[image: image182.wmf]3
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 определен и по величине и по направлению, подчеркнем его в уравнении двумя чертами.
 Вектор 
[image: image183.wmf]k
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 – кориолисово (поворотное) ускорение, его величина                    определится по известной формуле 
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=2ωeVrcosα,
 где ωe – угловая скорость переносного движения,  
       Vr – скорость в относительном движении,
        α – угол между векторами 
[image: image185.wmf]e
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 и 
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,
        в нашем примере  ωe =ω3,    Vr=, α=900.
        Таким образом ,          
[image: image187.wmf]k
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     Направление кориолисова ускорения при плоском движении определяется поворотом вектора 
[image: image189.wmf]r
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 на 900 по направлению ωe. В нашем случае надо повернуть вектор 
[image: image190.wmf]5
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на плане скоростей  на 900 против часовой стрелки, чтобы получить направление 
[image: image191.wmf]k
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.
Таким образом вектор  
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 определен и по величине, и по направлению. Подчеркнем его в уравнении (2.4.5) двумя чертами.
Относительное ускорение  
[image: image193.wmf]r
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׀׀ CO2, величина его неизвестна, подчеркнем его в уравнении (2.4.5) одной чертой.
Как отмечалось выше, ускорения точек C4  и   C5  одинаковы, но 
[image: image194.wmf]
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׀׀ x-x , поэтому и 
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 ׀׀ x-x. Подчеркнем 
[image: image197.wmf]4
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в уравнении (2.4.5) также одной чертой.
Теперь можно достроить план ускорений по уравнению (2.4.5). Согласно уравнению к концу вектора 
[image: image198.wmf]3
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, т.е. к точке c3 на плане ускорений, надо приложить вектор  
[image: image199.wmf]k
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. Рассчитаем сначала длину отрезка на плане, соответствующего кориолисову ускорению,
(c3k) = 
[image: image200.wmf]w
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, мм.
Учитывая определенное выше направление 
[image: image201.wmf]k
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, отложим отрезок (c3k) и из его конца, т.е. из точки k, проведем в обе стороны прямую, параллельную CO2, или что тоже самое, перпендикулярно (c3k), т.к. при плоском движении относительное и кориолисово взаимно перпендикулярны. Далее остается провести из полюса прямую, параллельную x-x, до пересечения с линией относительного ускорения. Получим точку c4 (она же и c5). План ускорений построен.
Из плана
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= (c3  c4)∙μw , м/с2.
Сравнивая направления скорости 
[image: image205.wmf]5
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и ускорения 
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, отмечаем, что звено 5 движется ускоренно. А сравнивая направления относительной скорости 
[image: image207.wmf]3
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, отмечаем, что движение звена 3 относительно звена 4 также ускоренное.
План ускорений используется далее при силовом расчете, где нужны ускорения центров масс звеньев. Найдем  их  для нашего примера. Считаем, что центры масс (обозначаются S2,  S3 и т.д.)  расположены в геометрических центрах звеньев, т.е. на звене 2 точка S2 находится посредине между точками A и B, на звене 3 точка S3  примерно посредине между точками  O2  и C, на звене 4 точка S4 совпадает с точкой  C4.
 Используем свойство пропорциональности плана ускорения. Соединим на плане точки a и b, на середине отрезка   (ab) отметим точку s2, из полюса проведем в нее вектор. Из плана ускорение центра масс звена 2
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=(πs2)∙μw ,    м/с2 .
Аналогично отметим точку s3 посредине между полюсом π и точкой  c3. Получим ускорение центра масс звена 3

[image: image210.wmf]3
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=(πs3)∙μw ,    м/с2 .

Ускорение центра масс звена 4
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3. ДИНАМИКА МЕХАНИЗМОВ

3.1. Силы на звеньях механизма

Известны две задачи динамики механизмов:

– первая или прямая, когда определяют силы при заданных законах движения звеньев, 

– вторая или обратная, это определение законов движения при известных силах.

Все силы, действующие на звенья механизма, можно разделить на внешние 
[image: image213.wmf]e
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 и внутренние
[image: image214.wmf]i
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, при этом на основании 3-го закона Ньютона  Σ
[image: image215.wmf]i
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=0. Исключение внутренних сил из анализа уменьшает число неизвестных, например, при силовом расчете.

Те же силы механизма делят на активные (заданные) и реакции в кинематических парах. Активные силы задаются в численном или  аналитическом виде, т.е. формулами, но чаще диаграммами, графиками. Активные силы подразделяются на силы движущие (их направление составляет острый угол со скоростью точки приложения) и силы сопротивления, которые в свою очередь делят на полезные и вредные. В качестве последних выступают чаще силы трения.

3.2. Силовой расчет механизмов

[image: image606.wmf]и
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Прямая задача динамики механизмов называется силовым расчетом. В нем определяют реакции в кинематических парах, но не в статическом состоянии, а в процессе движения. Поэтому здесь нельзя применять уравнения статики в чистом виде, но на помощь приходит принцип Даламбера. Суть  его поясним на примере поступательного движения тела. Пусть тело с массой  m (рис.3.1)  движется с ускорением  
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 под действием активной силы [image: image217.wmf]F

  и реакции опоры 
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. Используем 2-й закон Ньютона
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Равенство  преобразуем
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= 0 ,

и далее заменим  
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=0,    (3.1)                                                          где обозначили 
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 (Н) и назвали 
[image: image230.wmf]и
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 силой инерции тела.

Уравнение (3.1) равнозначно уравнению статики. Таким образом, добавление силы инерции означает условный переход от динамики движущегося тела к статике. Для механизма принцип Даламбера в обобщенном виде звучит так: 
Если ко всем активным силам и реакциям, действующим на звенья механизма, добавить силы инерции и моменты сил инерции, то звенья механизма можно считать находящимися в равновесии и к ним применимы уравнения статики.

Метод силового расчета механизмов с применением принципа Даламбера называют кинетостатическим. Его можно использовать в аналитическом виде с разложением сил по осям координат, но нагляднее  и проще в графическом виде с построением векторных многоугольников сил, иначе планов сил.

3.2.1. Определение сил инерции звеньев
При поступательном движении звена, как было показано выше, 

                                            
[image: image231.wmf]и
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,

это означает, что величина силы инерции равна

                                            Pи=W,          
а направление ее противоположно ускорению звена, при этом m в кг, W- в м/с2 , Pи – в Н. Приложена сила инерции в центре масс звена.

При плоско-параллельном движении звена элементарные силы инерции всех материальных точек тела приводят к одной точке, обычно к центру масс звена S. В результате получают полную силу инерции 
[image: image233.wmf]и
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 и момент сил инерции  Mи звена.

Удобно выполнять это после построения плана ускорений механизма. Пусть, например, для шатуна AB (рис.3.2,а) имеем ускорения точек A и B. На плане ускорений (рис.3.2,б) найдем ускорение центра масс  
[image: image234.wmf]S
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. Сила инерции звена определится по формуле
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,

направление  
[image: image237.wmf]и
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 противоположно ускорению 
[image: image238.wmf]S
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.

К звену необходимо добавить и момент сил инерции, определяемый по формуле

                                            Mи= Is  ε,

где   Is – момент инерции относительно центра масс , кг ∙м2 ;
         ε – угловое ускорение звена, рад/с2.

Направление  Mи противоположно угловому ускорению ε . 

[image: image239]
При вращательном движении звена (рис.3.2,в) силы инерции также приводятся к центру масс, и к звену добавляются сила инерции  
[image: image240.wmf]и
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 и момент сил инерции Mи, определяемые по приведенным выше формулам.

3.3.2. Статическая определимость структурной группы

В каждой кинематической паре механизма, где взаимодействуют два звена, возникают соответственно 2 реакции, приложенные одна к одному звену, другая к другому звену. Величины этих реакций равны, а направления противоположны, и они являются внутренними силами механизма.

Чтобы определить реакции, необходимо кинематическую пару разъединить, тогда реакции станут внешними силами и смогут входить в уравнения равновесия. Итак, из механизма нужно выделять звенья в отдельности или в какой-то цепи. Но выделять нужно такую цепь, чтобы задача была статически определимой. Рассмотрим сначала реакции во вращательной паре 5-го класса (рис.3.10,а). Введем обозначения: реакция P12 – действие 1-го звена на 2-е, т.е. она приложена ко 2-му звену, и реакция P21 - действие звена 2 на звено 1, приложена к 1-му звену. При этом  
[image: image241.wmf]21
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[image: image243]
Реакция как сила распределена по поверхности касания звеньев, но если не учитывать трение, то распределенную силу можно привести в одну точку, и именно в центр кинематической пары. Таким образом, из 3-х компонент, определяющих силу, для реакции во вращательной паре известна точка приложения и неизвестны величина и направление.

В поступательной паре 5-го класса (рис.3.3,б), где соприкасаются   ползун 1 и направляющая 2, известно направление реакции – перпендикулярно направляющей (также без учета трения), неизвестными являются величина и точка приложения (расстояние x).

Таким образом, каждая пара 5-го класса при силовом расчете дает две неизвестных.

Если же из механизма выделить кинематическую цепь, которая содержит n звеньев и  p5  кинематических пар, то число уравнений статики будет 3n, а число неизвестных 2p5. Условие статической определимости

3n=2p5      или      p5=
[image: image244.wmf]n
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.
Такое же соотношение p5 и  n характерно для структурных групп (см.(1.1)). Поэтому при силовом расчете из механизма выделяют последовательно структурные группы и для них применяют уравнения статики с использованием принципа Даламбера.

3.4. Пример силового расчета 4-х-звенного механизма

Пусть для кривошипно-ползунного механизма (рис.3.4,а) в заданном положении, изображенном с масштабным коэффициентом μl, построены план скоростей (рис.3.4,б) и план ускорений (рис.3.4,в) с коэффициентами μv и μw. К ползуну 3 приложена заданная активная   сила P3 , звено 2 обладает массой m2 (кг) и моментом инерции 
[image: image245.wmf]2
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(кг∙м2), звено 3 имеет массу m3 (кг).
3.4.1 Диада 2-3
 Выделяем группу 2-3 (рис.3.5,г). Прикладываем к звеньям: активную силу P3, силы тяжести G2 = m2g,   G3 = m3g,   силы инерции Pи2 = m2WS2 ,  

 Pи3 = m2WB ,  момент сил инерции Mи2 = IS2ε2 . 

Во вращательной кинематической паре A прикладываем реакцию P12 с произвольным направлением и для удобства разлагаем ее на составляющие 
[image: image246.wmf]n
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 и  
[image: image247.wmf]t
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. В поступательной паре  B  прикладываем реакцию P43  перпендикулярно направляющей. Хотя в общем случае точка приложения реакции неизвестна, но в данном примере все действующие на ползун 3 (рис.3.5,д) силы  P3 ,Pи3,  G3  , P23  приложены в точке B . Ясно, что и последняя сила  P43 будет приложена в той же точке B.

Составляем уравнение равновесия группы в форме 
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[image: image257.wmf].                                (3.2)
В этом уравнении три силы 
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, 
[image: image259.wmf]t
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, P43 неизвестны по величине. Построить многоугольник сил нельзя. Поэтому используем дополнительно уравнение моментов для  звена 2

     ΣMB = 0;           -
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Отсюда
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Если после подстановки значений получится знак положительный, то выбранное направление 
[image: image264.wmf]t
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 верно. Если знак отрицательный, то истинное направление 
[image: image265.wmf]t
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 противоположно  выбранному. Будем считать далее, что в нашем примере знак у  
[image: image266.wmf]t
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 положительный.
После нахождения  
[image: image267.wmf]t
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 возвращаемся к уравнению (3.2) и строим по нему план сил.

[image: image268]
Предварительно выбираем масштабный коэффициент μP  (Н/мм), рассчитываем длину отрезков, изображающих силы на плане, например: (
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Проводим прямую n-n (рис.3.5,е), параллельную AB, от нее в произвольной точке a   откладываем отрезок (
[image: image272.wmf]t
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) как вектор 
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. Далее последовательно в соответствии с уравнением  (3.2) – отрезки, изображающие векторы 
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. Последней проводим прямую, параллельную 
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, до пересечения с линией n-n, что и дает нам искомые векторы 
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 и 
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. Складывая геометрически на плане 
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 и 
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, получаем полную реакцию 
[image: image284.wmf]12
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. Из плана находим величины сил

                     P12 = (P12) μP   (Н) ,         P43 = (P43) μP   (Н) .

Теперь можно определить и реакцию  во внутренней кинематической паре группы, т.е.  
[image: image285.wmf]32
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 или 
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, используя уравнение равновесия одного звена 2 или 3. Так, для ползуна 3 можно записать (см. рис. 3.5,д)
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 Только одна сила 
[image: image293.wmf]23
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 не известна в уравнении. В соответствии с уравнением находим ее на том же плане сил (рис.3.5,е). Измерив  отрезок (P23)  в  миллиметрах, определяем величину силы
                             P23 =( P23) μP     (Н) .

Итак, для трех кинематических пар группы найдены 3 реакции P12, P23, P43 .

3.4.2. Кинетостатика входного звена

Рассматриваем далее равновесие кривошипа 1 (рис.3.5,ж). В кинематической паре A добавляем реакцию 
[image: image294.wmf]21
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, которая по величине равна, а по направлению противоположна реакции 
[image: image295.wmf]12

P

, т.е. 
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. Если масса кривошипа не задана, считаем  m1 = 0. Тогда сила тяжести G1 = 0, сила инерции Pи1 = 0. Момент сил инерции Mи1 = 0, так как был принят закон движения входного звена ω1= const и ε1= 0.
 Но под действием только силы 
[image: image298.wmf]21
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 кривошип не будет  в равновесии. Поэтому прикладываем к кривошипу  уравновешивающую силу Pу, чисто условно располагая ее в точке A, и направляем перпендикулярно OA. Уравновешивающая сила Pу действует со стороны не показанного на схеме механизма двигателя (если рассматривается механизм рабочей машины). Эта сила обеспечивает заданный закон движения входного звена. В нашем примере это ω1 = const .

 Теперь после добавления  Pу можно использовать уравнения равновесия кривошипа. Запишем сначала уравнение моментов относительно точки O:

ΣMO = 0;           -P21h21 μl + Pу lOA =0.

Отсюда

Pу =  
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Второе уравнение равновесия кривошипа:   
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 = 0 .                                                (3.3)

Здесь реакция 
[image: image304.wmf]41
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 - действие стойки 4 на кривошип 1, приложена к кривошипу в точке O.

Строим план сил  по уравнению (3.3), выбрав μP  и определив отрезки (P21) и (Pу) (рис.3.5,з). Из плана найдем

                                P41 =( P41) μP ,        (Н). 

Часто вместо уравновешивающей силы к входному звену прикладывают уравновешивающий момент Mу , если известно, например, что двигатель передает движение кривошипу через вал. В этом случае из уравнения моментов определяется

                                         Mу = P21h21 μl  ,               (Н∙м),
а из уравнения сил

                                                
[image: image305.wmf]41
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 = -
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.              
3.5. Пример силового расчета 6-звенного механизма

В качестве примера рассмотрим силовой расчет 6-звенного механизма, для которого выше проведен кинематический расчет (см. рис.2.5). Дополнительно для силового расчета заданы силы тяжести звеньев G2 , G3 , G4 , G5 , моменты сил инерции звеньев Is2 и Is3 и активная сила P5, приложенная к звену 5. План исследуемого положения механизма представлен на рис.3.6. 

[image: image307]
3.5.1. Диада 4-5
Выделяем из механизма диаду 4-5 (рис.3.7). Напоминаем, что это группа 4-го вида. Прикладываем к звеньям кроме активных (заданных) сил, а это силы тяжести G4,G5 и сила P5, также силы инерции. Определим их                            Pи4 = 
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[image: image310]
где Ws4   , WC5 – ускорения центров масс, м/с2, берем их из кинематического расчета. Направления сил инерции – противоположны ускорениям . К звеньям добавляем также реакции:

– при выделении диады звено 4 отсоединено от звена 3 в поступательной паре, поэтому к звену 4 прикладываем реакцию P34 перпендикулярно звену 3;

 – ползун 5 отделен от стойки 6 тоже в поступательной паре, прикладываем  к звену 5 реакцию P65 перпендикулярно направляющей x-x.
Записываем уравнение равновесия диады в форме сил 
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В этом уравнении неизвестными являются  два вектора 
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и 
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, причем направления их известны, поэтому можно сразу строить план сил. Выбираем масштабный коэффициент плана μP , 
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. Определяем отрезки на плане (P34) = 
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Строим план сил. Проводим прямую, параллельную вектору 
[image: image328.wmf]34
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, на ней из произвольной точки откладываем отрезок  (G4) в мм, и далее в соответствии с уравнением (3.4) откладываем остальные силы. Последний вектор  
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 пересечется с первой прямой. Проставляем стрелки векторов 
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 в соответствии с уравнением (3.4).
 Из плана находим

P34 = (P34)∙ μP , Н,                P65 = (P65)∙ μP ,Н.

Для определения реакции во внутренней КП группы используем уравнение равновесия звена 4:
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В этом уравнении неизвестным является один вектор 
[image: image337.wmf]54
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.Находим его на том же плане (рис.3.7). Измерив отрезок (P54), найдем величину реакции 

 P54 = (P54) ∙ μP ,  Н.

3.5.2. Диада 2-3
Выделяем диаду 2-3  1-го вида (рис.3.8, а) с масштабным коэффициентом μl . Прикладываем к звеньям активные силы: силы тяжести G2 , G3 и реакцию P43 , равную по величине найденной выше P34 и противоположную ей по направлению.
Определяем силы инерции звеньев
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где Ws2  , WS3 – ускорения центров масс, м/с2, берем их из кинематического расчета. Прикладываем силы инерции в центрах масс звеньев,точки S2 и  S3 . Направления сил инерции – противоположны ускорениям (см. план ускорений на рис.2.5, в). К звеньям 2 и 3 необходимо приложить также моменты сил инерции. Находим их величины
Mи2 = IS2∙ε2 , Нм,   Mи3 = IS3∙ε3 , Нм,
направления моментов сил инерции – противоположны угловым ускорениям ε2  и ε3 (см рис.3.6).

В точках A и  O2 , как во вращательных парах, прикладываем в произвольном направлении соответствующие реакции  и P63 , разложив их  сразу на продольные и поперечные с обозначениями 
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Запишем уравнение равновесия диады в форме сил 
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В этом уравнении неизвестными по величине являются 4 реакции 
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. Построить план сил по уравнению (3.4) пока нельзя. Используем уравнения моментов отдельно для звеньев 2 и 3 относительно точки B. Для шатуна 2 уравнение ΣMB = 0 дает:

-
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∙lAB​ + G2∙hG2∙μl – Pи2∙hи2∙μl - Mи2 = 0.

Здесь обозначены hG2 и hи2 – плечи соответствующих сил.

Из уравнения
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Знак полученной величины 
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 покажет истинное направление вектора 
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Для звена 3 уравнение ΣMB = 0 дает:
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 - G3∙hG3∙μl + Pи3∙hи3∙μl - Mи3 – P43∙h43∙μl = 0.
Из уравнения
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Знак полученной величины 
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 покажет истинное направление вектора 
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Теперь, когда определены векторы 
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, можно строить план сил по уравнению (3.4). Как и в предыдущей диаде, выбираем масштабный коэффициент μP (он может быть тот же, что и для предыдущего плана, или другой), пересчитываем известные силы на отрезки. Начинаем с прямой, параллельной AB, и заканчиваем прямой, параллельной BO2 (рис. 3.8,б). Складывая векторно  
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 , получаем полные реакции 
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Их величины
P12 = (P12)∙ μP , Н,            P63 = (P63)∙ μP, Н.
Для определения реакции во внутренней КП группы используем уравнение равновесия звена 2:
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В этом уравнении неизвестным является один вектор 
[image: image383.wmf]32
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.Находим его на том же плане (рис.3.7). Измерив отрезок (P32), найдем величину реакции 

P32 = (P32) ∙ μP ,  Н.

3.5.3. Кривошип 1
[image: image607.wmf]n
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Выделяем кривошип 1 со стойкой 6 с масштабным коэффициентом μl  (рис.3.9). В точке A прикладываем реакцию P21,  как действие звена 2  на звено 1. По 3-му закону  Ньютона 
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. Величина и направление реакции 
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 были определены выше при расчете диады 2-3, следовательно, и вектор 
[image: image387.wmf]21
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 полностью определен. 
Так как  ни сила тяжести, ни масса кривошипа не заданы, то нет и силы инерции. Для обеспечения равновесия кривошипа и принятого закона движения (ω1= const) прикладываем в точке A уравновешивающую силу Pу с направлением перпендикулярно кривошипу.
Запишем уравнение равновесия кривошипа в форме моментов
ΣMO1 =0 ;        Pу∙
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Для определения реакции в кинематической паре O1 используем второе уравнение равновесия кривошипа, в форме суммы сил:
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В уравнении неизвестна только реакция 
[image: image394.wmf]61
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, действие стойки 6 на кривошип 1. Строим план сил по уравнению (3.5), Выбираем масштабный коэффициент μP, определяем отрезки на плане
(P21) = 
[image: image395.wmf]P

P

m

21

, мм,   (Pу) = 
[image: image396.wmf]P

у

P

m

, мм.

Строим план сил. Из плана получаем

P61 =  ( P61) ∙ μP ,  Н.
Итак, силовой расчет 6-звенного механизма завершен. Следует отметить, что  при расчете  реакций не учитывались силы трения в КП. Расчет с учетом сил трения приводится в литературе.

4. ДВИЖЕНИЕ МЕХАНИЗМА ПОД ДЕЙСТВИЕМ ЗАДАННЫХ СИЛ

Вторая задача динамики - определение законов движения звеньев -для механизма с одной степенью свободы решается в такой последовательности:

а) реальный механизм с звеньями  заменяют динамической моделью ​​​​ звеном приведения;

б) находят закон движения звена приведения;

в) используя методы кинематики, определяют движение остальных звеньев.

4.1. Приведение сил и моментов сил

В рычажных механизмах за звено приведения обычно принимается кривошип, реже ползун. Для кривошипа, как звена приведения (рис. 4.1,б),  принимают обозначения: ωп – угловая скорость; Mп – приведенный момент сил; Iп – приведенный момент инерции. Все заданные силы и моменты сил, действующие на звенья механизма, приводятся к звену приведения из условия, что работа (или мощность) приведенного момента сил  Tп  равна сумме работ (мощностей) заданных сил. Запишем  мощность на звене приведения

                               Pп = Tпωп ,                                                              (4.1)

мощность всех заданных сил и моментов сил
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Здесь Vi -  скорость  точки приложения силы Fi  на i-ом звене;
αi – угол между векторами 
[image: image398.wmf]i
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 и 
[image: image399.wmf]i

F

;

ωi – угловая скорость звена, к которому приложен момент Ti.
Приравняв Pп =ΣP, получим формулу приведения сил

Tп =
[image: image400.wmf]11

cos

nn

ii

iii

ïï

V

FT

w

a

ww

+

åå

.                                     (4.3)
Кроме сил и моментов сил, к звену приведения приводят массы и моменты инерции звеньев реального механизма. Это приведение выполняется из условия равенства кинетической энергии звена приведения Eп и суммарной кинетической энергии звеньев механизма ΣE. Запишем соответствующие выражения: 
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где mi , ISi  -  масса и центральный момент инерции i- го звена,
[image: image403.wmf]
      VSi – скорость центра масс i- го звена.
Приравняв Eп =ΣE, получим формулу приведения масс

Iп =
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Отметим, что в обеих формулах (4.3) и (4.4) используются отношения скоростей. Это позволяет построить план скоростей при любой произвольной скорости ωп и из него получить требуемые отношения скоростей.
Проиллюстрируем приведение сил и масс на примере кривошипно-ползунного механизма (рис.4.1, а). Пусть заданы массы звеньев m2,  m3, момент инерции шатуна  IS2  и активная сила F3, приложенная к ползуну 3 в точке B. При этом сила  F3 действует только при рабочем ходе ползуна и изменяется в соответствии с приведенным графиком. Принимаем за звено приведения кривошип (рис.4.1, б). Строим план скоростей (рис.4.1, в) для выделенного положения с масштабным коэффициентом μv .

[image: image405]
Используем формулу (4.3) для нашего примера. Учитывая, что угол между VB и F3 равен 180°, получим
Tп = - F3
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Построим планы скоростей для всех размеченных положений механизма, расчеты по формуле (4.5)  сведем в табл. 4.1. (В пустые ячейки таблицы будут внесены расчетные величины.)
                                                                                Таблица 4.1


Кинематические и силовые параметры     
	Положения
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	φi, рад
	0
	φ1
	φ2
	φ3
	φ4
	φ5
	φ6
	φ7

	F3, Н
	F30
	F31
	F32
	F33
	F34
	0
	0
	0

	VB /ω1
	0
	
	
	
	0
	
	
	0

	Tп, Н∙м
	0
	
	Tпmax
	
	0
	0
	0
	0

	Vs2, м/с
	
	
	
	
	
	
	
	

	ω2, рад/с
	
	
	
	
	
	
	
	

	Iп, кг∙м2
	
	
	
	
	
	
	Iпmax
	


Теперь, используя таблицу, построим диаграмму приведенного момента сил (рис.4.2, а), предварительно выбрав масштабные коэффициенты

       μφ =
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Здесь L –  абсцисса, соответствующая обороту кривошипа, мм;

     (Tп max) – ордината, соответствующая наибольшему моменту Tп max.

[image: image409]
Используем далее формулу приведения масс (4.4) для рассматриваемого механизма

                                     Iп = 
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[image: image411.wmf]
Найдем на планах скоростей размеченных положений скорость VS2, скорость центра масс звена 2, считая, что точка S2  лежит на середине звена 2. Расчет сводим в ту же табл. 4.1. По результатам расчета строим диаграмму приведенного момента инерции (рис.4.2, б) с масштабным коэффициентом    μI =
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, где Iп max, – наибольшее значение в табл.4.1, кг∙м2; (Iп max) – соответствующая ордината, мм.
Отметим, что Iп max – величина переменная, т.е. звено приведения – тело переменной массы.

Следует также указать, что при разработке динамической модели – звена приведения – не учитываются два важных обстоятельства: наличие зазоров в кинематических парах и упругость звеньев, что может серьезно влиять на результаты теоретического исследования, отклонение их от результатов практических испытаний.

4.2. Режимы движения механизма

В ТММ используют такое понятие как машинный агрегат, состоящий из двигателя, передаточного механизма и рабочей машины. За  звено приведения может быть принято входное звено (чаще кривошип) рабочей машины  или двигателя, что зависит от выбора объекта исследования.

Априорно характер движения звена приведения можно изобразить в виде такой типичной тахограммы (рис.4.3). На графике можно выделить  три фазы (или режима) движения: разгон tр , установившееся движение  tу  и выбег tв . 

[image: image413]
При  разгоне скорость ωп возрастает, работа сил движущих AД  больше работы сил сопротивления AС, увеличивается кинетическая энергия E, ее изменение равно ΔE= AД  – AС > 0.
При выбеге, наоборот, скорость ωП уменьшается, работа сил движущих AД  меньше работы сил сопротивления AС,  кинетическая энергия уменьшается, ΔE<0. Разгон и выбег обычно кратковременны, их называют переходными режимами и изучают в других дисциплинах.
При установившемся движении скорость ωп изменяется, и чаще это изменение  периодическое, от ωmin  до  ωmax , с некоторым временем цикла tц , так что можно записать tу = k tц , где k – количество циклов. Естественно, в течение цикла изменяется и кинетическая энергия, но так как в начале и конце цикла скорость одинакова, то одинакова и кинетическая энергия, т.е. за цикл ΔE= 0 и  в начале, и конце цикла AД =AС .

 Задачей исследования является определение функции ωп(t) или ωп(φ). В большинстве же случаев достаточно определения ωmin  и ωmax , по которым  находят коэффициент неравномерности движения
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В качестве средней скорости ωср принимают среднюю арифметическую
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Используя (4.7), выражение (4.6) можно заменить другим
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Неравномерность движения вызывает в машинах дополнительные переменные динамические нагрузки, колебания, вибрацию, шум, повышенный износ деталей. Поэтому важно  не только определить величину коэффициента δ, но и наметить пути ее уменьшения.

4.3. Графическое исследование периодического движения

Величина угловой скорости может быть найдена из формулы кинетической энергии
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Здесь Iп  может быть определен, как показано ранее, в виде диаграммы Iп(φ), а кинетическую энергию в произвольный момент времени представим в  виде

E = Eр +ΔE,
где Eр – кинетическая энергия разгона, величина постоянная;

     ΔE – изменение (приращение) кинетической энергии, величина переменная.

Выше мы употребили  равенство, известное как теорема об изменении кинетической энергии,

ΔE =  AД  – AС .

 Используем известную из физики формулу работы при вращательном движении. Запишем выражения для работы сил движущих и работы сил сопротивления на угловом перемещении φ:

AД = 
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где TД , TС – приведенные моменты сил движущих и сил сопротивления соответственно.

Если заданы силы движущие и силы сопротивления как функции угла φ, то используя формулу приведения сил, можно получить диаграммы TД(φ) и TС (φ) , а графически их интегрируя,  получить  диаграммы работ AД(φ) и  AС(φ) и далее ΔE(φ).

Рассмотрим такой путь исследования на примере   машинного агрегата, в котором за звено приведения принят кривошип механизма рабочей машины. Считаем, что по заданным силам на звеньях механизма с помощью планов скоростей для 8 размеченных положений   и формулы приведения сил построена диаграмма приведенного момента сил сопротивления TС (φ) с масштабными коэффициентами μφ и μT (рис.4.4). 
Примем, что TД, момент сил движущих, есть величина постоянная, хотя и неизвестная. Проведем графическое интегрирование функции TС (φ) с полюсным расстоянием HT, получим график AС (φ) – диаграмму работ сил сопротивления с масштабным коэффициентом

μA = HT μT μφ .
Так как выше приняли, что TД = const, то диаграмма работ сил движущих AД (φ) будет прямой линией, соединяющей начало и конец диаграммы AС (φ), ибо в начале и конце цикла AД = AС. Выполнив графическое дифференцирование диаграммы AД(φ), получим график момента движущих сил TД(φ). Измерив ординату (TД), определим величину момента 
TД = (TД) μT , Нм. Далее графическим вычитанием (AД ​– AС) получим диа-

[image: image420]
грамму изменения кинетической энергии ΔE(φ), при этом масштабный ко- эффициент μE = μA .

Используя формулу приведения масс при заданных массах и моментах инерции звеньев, определим приведенный момент инерции в размеченных положениях механизма и построим его диаграмму IП(φ) с масштабным коэффициентом μI (кг∙м2/мм), но повернутым на 90°. 
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Из двух последних диаграмм ΔE(φ) и Iп(φ) графическим путем исключаем параметр φ, получаем замкнутую кривую ΔE( Iп). Если во всех точках диаграммы к  ΔE  добавим постоянную величину Eр , кинетическую энергию разгона, получим по форме такую же кривую, но поднятую на величину  Eр, диаграмму энергомасс E(φ). На  рис.4.5 изображена обобщенная диаграмма энергомасс. Для произвольной точки B этой диаграммы можно получить величину кинетической энергии

E=(BC)∙μE ,

приведенный момент инерции

Iп = (OC)∙ μI
и скорость звена приведения
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Если из точки O провести две касательные к диаграмме, то можно найти минимальную и максимальную скорости звена приведения
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и коэффициент неравномерности  
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Из последнего выражения следует, что величина δ снизится, если угол ψmax уменьшить, а  ψmin увеличить. Такое изменение (рис.4.6) соответствует переносу начала координат диаграммы в точку O′, а это означает увеличение приведенного момента инерции на постоянную величину Im.
Очевидна возможность снижения неравномерности движения путем установки на валу машины дополнительной детали, маховика, с моментом инерции Im. 
4.4. Регулирование периодического движения. Расчет маховика

При проектировании машины величина δ принимается с учетом практически установленных рекомендаций для определенного типа машин. Как правило, обеспечить выбранное значение δ возможно лишь установкой маховика. Чтобы рассчитать маховик, предварительно выполняют изложенные выше графические построения, получают диаграмму ΔE( Iп). Далее по заданному δ определяются необходимые величины ψmax и ψmin.  Для этого проводят некоторые преобразования формул. Записывают

ωmax ​– ωmin =δωср  ,                 ωmax + ωmin =2ωср .

Складывая и вычитая по частям, получают

 ωmax = ωср(1+ δ) ,                        ωmin= ωср(1​– δ).

Возводя в квадрат и пренебрегая величиной δ2/4, находят
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Из сравнения с  выражениями (4.9) получим
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Обращаемся к рис.4.6. Необходимый момент инерции маховика

                                     Im =(O′c) μI .
Для уменьшения построений запишем из рис. 4.6:

 (ас) =( O′ c)tgψmax  ,    (bс) =( O′ c)tgψmin ,
 (ab)=(ac )​ – (bc)= ( O′ c)( tgψmax  ​– tgψmin).

После подстановки получим формулу для определения момента инерции маховика              
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Отметим, что формулу (4.10) применяют сразу после построения диаграммы ΔE( Iп) (см. рис.4.4), не добавляя величину Eр, так как величина отрезка (ab) в (4.10) от этого не меняется. 

Итак, для расчета маховика необходимо провести исследование периодического движения звена приведения, определить ωmax, ωmin, ωср, рассчитать углы ψmax и ψmin, провести к диаграмме ΔE( Iп) две касательные: одну сверху под углом ψmax, другую снизу под углом ψmin, найти точки пересечения касательных с осью ΔE, т.е. точки a и  b, измерить (ab) и по формуле (4.10) определить Im.
Маховик, как деталь машины, обычно представляет собой колесо из чугуна или стали  (рис.4.7), устанавливаемое на вал звена приведения (кривошипа). Принимая, что вся масса m маховика сосредоточена на диаметре D, его момент инерции можно выразить так   

Im = mD2/4.

Диаметр  D выбирают из  условия, что окружная скорость V не превысит критическую величину Vкр, которая принимается для чугуна 40 м/мин, для стали 100 м/мин, т.е.       
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Величину массы, расположенной в заштрихованной части, запишем в  виде

m =πDbhρ,
где ρ – плотность материала маховика. Высоту h принимают конструктивно h= eq \f (2;3) b. Используя (4.10), получают выражение для выбора ширины маховика               
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5. ПРОЕКТИРОВАНИЕ МЕХАНИЗМОВ

5.1. Задачи синтеза механизмов. Конструктивная классификация 
механизмов

 Задачей синтеза механизмов является выбор размеров и форм звеньев механизма, удовлетворяющих поставленным требованиям, кинематическим, динамическим, прочностным.

По конструктивным признакам различают механизмы: рычажные, фрикционные, зубчатые, кулачковые, специального назначения.

Все механизмы предназначены для передачи движения. На выбор же конкретного механизма влияют две основные характеристики: энергетическая (КПД) и кинематическая – передаточное отношение, отношение скоростей входного и выходного звеньев. Эти характеристики имеют обратную взаимосвязь: механизм, обладающий высоким КПД, имеет, как правило, малое передаточное отношение и наоборот. Приоритет характеристики определяется назначением механизма: там, где важна экономия энергии, на первый план выступает КПД, а где важнее компактность машины, прибора, преобладает значение передаточного отношения.

5.2. Фрикционные механизмы

Простейший фрикционный механизм состоит из двух цилиндрических дисков (рис.5.1), прижатых друг к другу силой Q. Передача движения осуществляется через посредство сил трения. Без учета проскальзывания, которое хотя и есть всегда, но обычно мало, скорости точек на ободе обоих колес одинаковы, т.е. 

V= ω1r1 = ω2r2

и отсюда передаточное отношение
i12 = 
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Сила прижатия Q создает силу трения

Fт = Q f ,
где f – коэффициент трения.
На ведущем колесе 1 момент M1 является движущим, его направление совпадает с направлением скорости ω1. На ведомом колесе движущей силой является  сила трения, момент M2 – момент сопротивления, его направление противоположно скорости ω2 .

При равномерном движении колеса 2
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Fт r2 = M2 .

Подставляя Fт и вводя коэффициент запаса β, находят необходимую   силу давления
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Коэффициент β принимается в зависимости от назначения   передачи равным 1…2.
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Достоинства рассмотренной передачи – простота изготовления, автоматическое предохранение от перегрузок благодаря проскальзыванию. Недостатками передачи являются непостоянство передаточного отношения из-за проскальзывания, значительные силы давления, передаваемые на валы и опоры, большие габариты.
 Известно большое конструктивное разнообразие фрикционных передач: 
– с клинчатым ободом (для увеличения трения);

[image: image613.wmf]мм
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          – с коническими колесами при пересекающихся осях вращения;
– с регулируемым передаточным отношением (вариаторы).
 Для примера  на рис.5.2 представлена схема лобового вариатора. Расстояние x  ролика 1 может регулироваться, благодаря чему  плавно изменяется передаточное отношение

i12 = 
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К фрикционным механизмам относится и ременная передача (рис.5.3), состоящая из двух  шкивов 1 и  2 и гибкого звена – ремня 3. Передача обладает дополнительным  преимуществом – возможностью передачи движения на большое расстояние. Однако гибкое звено не обладает  высокой долговечностью.

При проектировании фрикционных механизмов задаются передаточное отношение и передаваемая мощность или момент сопротивления, выбираются размеры (r1, r2), определяется сила прижатия колес или натяжения ремня.

6. ЗУБЧАТЫЕ МЕХАНИЗМЫ 

6.1. Классификация. Основные понятия

Зубчатая передача – трехзвенный механизм, состоящий из двух подвижных звеньев – зубчатых колес –  и неподвижной  стойки. Зубья колес имеют криволинейные поверхности, при касании они образуют высшую кинематическую пару. Достоинства передачи – высокий КПД (до 0,98) и постоянство передаточного отношения – обеспечили ей наибольшее применение.

Зубчатые механизмы классифицируют по нескольким признакам:

а) по расположению осей:
– с параллельными осями (с цилиндрическими колесами – цилиндрическая передача) – плоский механизм, сюда же относят и реечную передачу;
– с пересекающимися осями (с коническими колесами – коническая передача) – пространственный механизм; 

– со скрещивающимися в пространстве осями (винтовая, червячная, гипоидная передачи) – пространственные механизмы;

б) по расположению зубьев на колесе: 

– с прямым зубом (линия зуба параллельна оси вращения колеса);
– с косым зубом (линия зуба составляет острый угол с осью колеса);
– с криволинейным зубом;

в) по относительному расположению колес: 

– с внешним зацеплением;
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– с внутренним зацеплением.

Наиболее простой и распространенной является прямозубая цилиндрическая передача, ее КПД наиболее высокий (считается 0,98), однако максимальное передаточное отношение не превышает 4– 5. При изучении зубчатых механизмов эта передача принимается за базовую, обозначения, расчеты передачи максимально стандартизованы.

Конструктивно зубчатое колесо состоит из центра и зубчатого венца, содержащего равномерно расположенные зубья и впадины (рис.6.1). Приняты следующие обозначения:

ra – радиус окружности вершин;
rf  – радиус окружности впадин;
r – радиус делительной окружности.

Делительной  окружностью зуб делится  на головку ha  и ножку hf. Рабочая боковая поверхность зуба – выпуклая криволинейная. Касание боковых поверхностей  сопряженных зубьев  колес парного зацепления происходит по прямой линии, образуя ВКП. Контур зуба в торцевой плоскости, перпендикулярной оси вращения, называют профилем зуба. Выпуклая часть профиля  участвует в зацеплении, является рабочей, остальная – переходная кривая, образует плавный переход к окружности впадин.
6.2. Соотношение скоростей в ВКП. Основная теорема зацепления

Наиболее ответственным элементом зубчатого зацепления является ВКП, образуемая двумя сопряженными зубьями. Рассмотрим кинематику зацепления. 
На рис.6.2 представлено касание в точке K двух криволинейных поверхностей, принадлежащих звеньям 1 и 2, совершающих вращательные движения вокруг точек O1 и O2  с угловыми скоростями ω1 и ω2. 
Проведем и обозначим общую нормаль в точке касания n-n и общую касательную t.  Соединим точку   K с точками O1 и O2 . В точке K касаются две точки:  K1 звена 1 и K2  звена 2. Проведем векторы скоростей точек K1 и K2:  
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. Обозначим углы между нормалью n-n и скоростями V1 и V2 сответственно γ1 и  γ2.
Принимаем такое условие сохранения ВКП при движении механизма: проекции скоростей V1 и V2 на общую нормаль n-n должны быть равны, иначе одна поверхность будет отставать от другой или внедряться в нее. Поэтому на рис.6.2 изображаем векторы 
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такой длины, чтобы их проекции на линию n-n были одинаковыми. Обозначим эту общую проекцию скоростей 
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Далее используем известные в кинематике формулы.

                    Vn = V1cos γ1= V2cos γ2 .
Так как V1 = ω1∙ (O1K),  и V2 = ω2∙ (O2K), то  

ω1∙ (O1K) ∙cos γ1= ω2∙ (O2K) ∙cos γ2 .
Но из ΔMO1K   
(O1K) ∙ cos γ1= (O1M),   из ΔNO2K   (O2K) ∙ cos γ2 = (O2N).

Тогда  
ω1∙ (O1M) = ω2∙ (O2N).
 Отсюда передаточное отношение

                           i12 = 
[image: image443.wmf])

M

O

(

)

N

O

(

1

2

2

1

=

w

w

.
[image: image444.wmf]

[image: image445]
Из подобия треугольников O1MP и O2NP имеем
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Отметим, что точка P - точка пересечения общей нормали n-n и межосевой линии O1O2. Таким образом
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Полученное соотношение скоростей можно трактовать следующим образом (основная теорема зацепления):
общая нормаль в точке касания n-n делит межосевое расстояние O1O2 на отрезки, обратно пропорциональные угловым скоростям.
Основное требование к зубчатой передаче – постоянство передаточного отношения. Поэтому на основании теоремы зацепления следует заключить, что кривые профилей зубьев сопряженных колес должны быть такими, чтобы при движении механизма общая нормаль всегда проходила бы через одну и ту же точку на неподвижной плоскости, через точку  P. Эту точку называют полюс зацепления.
Если связать с звеньями 1 и 2 подвижные плоскости, то можно говорить, что в неподвижную точку P, полюс зацепления, при движении звеньев приходят подвижные точки P1  и  P2, связанные со своими звеньями. 
Скорости этих точек одинаковы
VP1= VP2 = ω1∙ O1P = ω2∙ O2P,
 т.е. они являются мгновенными центрами вращения в относительном движении звеньев.  В общем случае любого механизма геометрическое место таких подвижных точек  P  называют центроидами  звеньев. При движении механизма центроиды перекатываются друг по другу без скольжения. Если звенья делают полный оборот, то центроиды – замкнутые кривые. Если передаточное отношение постоянно, то центроиды – окружности. 
В обычном зубчатом зацеплении, где  передаточное отношение постоянно, центроиды называют начальными окружностями, и их радиусы обозначают rw. В редких случаях используются зубчатые передачи с переменным передаточным отношением. В таких передачах центроидами являются кривые, отличные от окружностей, например, эллипсы в передаче с эллиптическими колесами.
Итак, в передаче с круглыми колесами передаточное отношение можно определить так
                           i12 = 
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6.2.1. Скольжение зубьев

Зубья колес в точке касания перекатываются друг по другу с одновременным проскальзыванием. Скорость скольжения влияет на износ зубьев. Найдем выражения для определения  скорости скольжения. На рис.6.2 обозначены Vr1 , Vr2 - относительные скорости, их направления параллельны общей касательной t. Разность между ними составит скорость скольжения зубьев друг относительно друга
Vск = Vr1 –  Vr2 .          
Из рис.6.2 

Vr1 = V1sin γ1= ω1(O1K)∙sin γ1 = ω1∙(MK) = ω1∙(MP+PK),
Аналогично найдем

Vr2 = ω2∙(NP+ PK).
Подставляя, получим
Vск = (ω1+ ω2) ∙( PK) + ω1∙(MP) –  ω2∙(NP).
Из (6.1) 

ω1∙(MP) = ω2∙(NP).

Окончательно можно записать

Vск = (ω1+ ω2) ∙( PK).                                   (6.3)

Итак, чем дальше точка касания от полюса зацепления (расстояние  PK), тем больше скорость скольжения  и соответственно износ зубьев .
6.2.2.Особенности кинематики внутреннего зацепления
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При внешнем зацеплении (см. рис.6.2) общая  нормаль n-n делит межосевое расстояние O1- O2 внутренним образом на отрезки O1P  и  O2 P.
При внутреннем же зацеплении (рис.6.3) общая нормаль n-n делит межосевое расстояние O1 O2 внешним образом также на отрезки, обратно пропорциональные угловым скоростям колес, т.е. выражение (6.2) остается в силе. Направления угловых скоростей при внешнем зацеплении противоположны, при внутреннем – одинаковы.
Часто это различие учитывается знаком: при внешнем зацеплении передаточному отношению приписывается знак «минус», при внутреннем – «плюс». Разница направлений сказывается и на скорости скольжения: при внутреннем зацеплении в отличие от (6.3) имеем 
Vск = (ω1 –  ω2) ∙( PK),
т.е. скорость скольжения здесь меньше, что является несомненным преимуществом.
6.2.3.Реечное зацепление
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В реечном зацеплении (рис.6.4) центроидой рейки Ц1 является прямая, центроидой колеса Ц2– начальная окружность радиуса rw. Центроиды перекатываются друг по другу без скольжения, поэтому     V= ω rw. Передаточное отношение реечной передачи
i=
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Если в передаче зубчатых колес передаточное отношение – величина безразмерная, то в реечной передаче это размерная величина.
6.3. Требования к профилю зуба
 К кривой, которой очерчивается  активный участок профиля, предъявляются определенные требования. Главным из них является кинематическое  требование – постоянство передаточного отношения,

i12 = ω1 / ω2 =  const  .
Выше было показано, что для выполнения этого требования общая нормаль к соприкасающимся профилям  должна проходить через одну и ту же точку P0, полюс зацепления.

Существенными являются также требования: 

–  технологические  – возможность изготовления с     минимальными затратами;

–  динамические  – постоянство сил  давления на зуб и вал;
– эксплуатационные – минимум ухода (смазка), обеспечение взаимозаменяемости и др.

Эти требования ограничивают выбор кривых для профиля зуба. На практике нашли применение профили: прежде всего эвольвентный, а также циклоидальный и профили Новикова,  где кривая профиля состоит из одной или двух дуг окружности. Наибольшее применение находит эвольвентный профиль, поэтому далее имеется в виду только этот профиль.
6.4. Эвольвента. Свойства эвольвентного зацепления
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Кривая эвольвента круга образуется как траектория точки A при качении без скольжения прямой AB по окружности (рис.6.5). Свойства эвольвенты:

а) она конечна в одном направлении и бесконечна в другом;
б) имеет две симметричные ветви, одна используется для левого профиля, другая – для правого профиля зуба; 
в) кривая имеет переменный радиус кривизны ρ, в начальной точке A   ρ = 0,  в  пределе   ρ 
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,в текущей точке M радиус ρ равен  отрезку касательной MN, т.е.        
ρ = rb  tgαу  ,

где rb – радиус основной окружности; αу – угол профиля в точке M .

При rb
[image: image453.wmf]¥
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 (а это уже не колесо, а рейка)  ρ также стремится к бесконечности. Отсюда важный вывод: у зубчатой рейки эвольвентного зацепления профиль зуба прямолинейный (у колеса он выпуклый, криволинейный).

[image: image454]Эвольвентное зацепление  имеет следующие отличительные свойства:

а) линия зацепления – геометрическое место точек касания пары зубьев – является прямой линией, общей касательной к основным окружностям колес, и совпадает с общей нормалью к профилям, на  рис.6.6 B1B 2 – теоретическая линия зацепления;
б)  погрешность межосевого расстояния O1O2  не влияет на величину  i12 , поэтому эвольвентное зацепление не требует высокой точности меж-осевого расстояния, как передачи с неэвольвентными профилями.   

6.5. Исходный контур 

При разработке, изготовлении и контроле зубчатых колес используют теоретический исходный контур, в качестве которого принят контур зубьев рейки, как наиболее простой, с прямолинейными зубьями. Форма и размеры контура стандартизованы (рис.6.6).

Основной размер – шаг  p – представляется в  виде

p =π m,
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где m  называют модулем, для модуля принят ряд стандартных значений, например, 1,0; 1,5; 2,0 и т.д., измеряется в миллиметрах.
На средней  линии M-M, которая  делит прямолинейную часть зуба  пополам, ширина впадины и толщина зуба  равны p/2. Другие параметры контура: 

α – угол профиля  зуба рейки;

[image: image455.wmf]*
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– коэффициент высоты головки зуба;
c* – коэффициент радиального зазора.

По стандарту 
α =20°,               
[image: image456.wmf]*
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h

= 1,          c* = 0,25.

Теоретический исходный контур – это контур рабочей рейки, которая может быть зацеплена с расчетным колесом. Используется также понятие производящий контур – контур инструментальной рейки, в котором зуб удлинен на величину c*m  и закруглен как впадина (на рис.6.7 показано штриховой линией).

6.6. Нарезание зубьев 

При невысоких требованиях к точности изготовления (тихоходные, неответственные передачи) зубчатые колеса могут изготавливаться горячими способами (литьем, прессованием, накаткой и.т.п). Но,  как правило,
зубчатые механизмы работают при больших скоростях, требования к их точности  высокие, поэтому зубья колес в основном нарезают на станках.

Существуют два принципиально различных метода нарезания зубьев – копирования и обкатки. При копировании ( рис.6.8) последовательно вырезаются впадины между зубьями модульной дисковой (рис.6.8, а) или пальцевой (рис.6.8,б) фрезой. При этом режущие кромки инструмента очерчены по соответствующей эвольвенте. 
За один ход фрезы вдоль оси нарезаемого неподвижного  колеса образуется одна впадина, после чего колесо поворачивается на угловой шаг 
τ = 2π/z и вырезается следующая впадина. 

Достоинство метода – нарезание производится на универсальном оборудовании, горизонтально-фрезерном станке, недостатки – малая 
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производительность, невысокая точность. Используется в опытном и ремонтном производстве. 
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Сущность метода обкатки (рис. 6.9) заключается в том, что инструмент имеет вид сопряженного колеса и снабжен режущими кромками, а на станке, и это уже специальный зуборезный станок, инструменту и колесу сообщаются такие угловые скорости, как если бы они были в зацеплении.
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[image: image628.bmp]Режущий инструмент, имеющий вид парного колеса (рис.6.9,а), называют долбяком,[image: image629.png]2
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 а соответствующий станок –зубодолбежный. Вместо долбяка может использоваться инструментальная рейка (рис.6.9,б). Наиболее высокая производительность достигается при нарезании червячной фрезой на зубофрезерном станке (рис.6.9,в).[image: image630.png]7213 14 15 18
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6.7. Станочное зацепление

Большая часть размеров зубчатого колеса формируются при нарезании зубьев. Получим соотношения, связывающие размеры инструмента и нарезаемого колеса. В качестве инструмента принимаем инструментальную рейку, имеющую, как мы ранее выяснили, наиболее простой профиль зуба, а именно прямолинейный. Прямолинейная часть зуба рейки при нарезании формирует эвольвентную часть зуба колеса, нижнее закругление нарезает переходную кривую.
 Рассмотрим положение зуба рейки и зуба колеса в тот момент, когда процесс нарезания уже закончился (рис.6.10), картину, называемую станочным зацеплением. 

[image: image459]               При нарезании рейка и колесо получают движения обката: рейкапоступательное движение со скоростью V, колесо – вращение со скоростью ω. Скорости движений обката связаны зависимостью V = ω r, где  r – радиус делительной окружности. Выше делительная окружность колеса упоминалась, как делящая зуб на головку и ножку. Здесь мы определяем ее главное значение для колеса. Так как точки делительной окружности и  точки на  линии N-N имеют равные скорости, то делительная окружность и линия  N-N катятся друг по другу без скольжения, т.е. они являются центроидами в станочном зацеплении. Чаще рейка устанавливается на станке так, что ее средняя прямая M-M  совпадает с линией N-N, т.е. касается делительной окружности колеса.  Но в общем случае рейка, как инструмент, может устанавливаться и со смещением, величина которого обозначается xm, где x называют коэффициентом смещения. Смещение считается положительным ( x>0), если рейка отодвигается от центра колеса, и отрицательным ( x<0), если придвигается. Кроме движения обката, рейка получает возвратно-поступательное рабочее движение  перпендикулярно плоскости рисунка.
Качение центроид рейки и колеса обеспечивает равные перемещения их точек касания, поэтому все размеры рейки на линии N-N переносятся без изменения на делительную окружность колеса. Отсюда, на делительной окружности  колеса шаг  p и угол профиля α такие же, что и у рейки.  Вспоминаем, шаг равен  p =π m. Если у колеса   z  зубьев, то можно записать  длину делительной окружности  z p = 2 π r. Отсюда получаем широко используемую формулу: радиус делительной окружности

r = 
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Из станочного зацепления (рис.6.10) можно также определить: 
– радиус основной окружности   rb =r cosα ,                   (6.5)
– высота ножки зуба 
hf = m(ha* + c*- x),                (6.6)
– радиус окружности впадин 
    rf = r – m (ha* + c*- x ) .
 Легко находится  и толщина зуба колеса по делительной окружности s, она будет равна ширине впадины на линии N-N рейки (рис.6.11)
s = m(π/2 +2xtgα).            (6.7)
Итак, из картины станочного зацепления найдена часть расчетных размеров зубчатого колеса. Остальные формулы геометрического расчета зубчатых колес определяются из рабочего (парного) зацепления. 
6.8. Рабочее зацепление
В схеме зацепления двух колес (рис.6.12) изобразим окружности начальные (rw1, rw2),  делительные (r1, r2 ) и основные (rb1, rb2). Проведя общую касательную к двум основным окружностям, получим теоретическую линию зацепления (от точки B1 до точки B2). Проведем общую касательную к двум начальным  окружностям в полюсе зацепления P0, получим угол зацепления  αw. Такой же угол αw в Δ B1O1P0  и Δ B2O2P0  , из которых найдем
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Используя формулы станочного зацепления, можно переписать
                        rw1 =
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Межосевое расстояние в зацеплении O1O2 есть сумма начальных радиусов
        aw = rw1 + rw2 = ( r1 + r2)
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где обозначено  a = r1 + r2 – делительное межосевое расстояние.

На рис.6.12 расстояние между двумя делительными окружностями обозначено  ym, его называют воспринимаемое смещение, а y-коэффициент воспринимаемого смещения. Это смещение является следствием смещения инструмента при нарезании колес. Из рис.6.12
ym= aw – a= a(
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Можно получить и коэффициент воспринимаемого смещения
y=0,5(z1+z2)(
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6.9.Угол зацепления
Во все приведенные выше выражения входит неизвестная пока величина αw - угол зацепления. Его найдем из условия беззазорного зацепления: толщина зуба по начальной окружности одного колеса равна ширине впадины по начальной окружности другого колеса. Чтобы использовать это условие, получим сначала выражение для определения толщины зуба по окружности произвольного радиуса.

[image: image470]
На рис.6.13 представлены эвольвента зуба  ABC, образованная от основной окружности радиуса rb , и окружности делительная (r) и произвольного радиуса rу.
Половина толщины зуба по окружности rу – длина дуги C C1 равна             sу/2 = rу ψу/2,
половина толщины зуба по делительной окружности     s/2 = r ψ/2,
 из станочного зацепления   s =m(π/2 +2xtgα),            r =mz/2,
 из рис.6.13                              ψу/2+ invαу =ψ/2+ invα.

Из приведенных формул можно получить толщину зуба по окружности произвольного радиуса

sу = 2 rу
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Используем это выражение для толщины зуба 1-го колеса по начальной окружности

sw1 = 2 rw1
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Аналогично можно получить выражение для ширины впадины по начальной окружности 2-го колеса
lw2 = 2 rw2
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Приравнивая  sw1= lw2 и подставляя 

rw1=
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получим

invαw = invα +
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Имея значение invαw , по таблице инволют находится и величина угла зацепления αw . Теперь можно воспользоваться формулами парного зацепления и определить радиусы начальных окружностей rw1 и rw2, межосевое расстояние в зацеплении aw, коэффициент уравнительного смещения y.
Анализируя выражение (6.10), можно указать три вида зацепления:

– несмещенное, когда   x1 = x2 = 0, в этом случае αw = α, rw1 = r1,
 rw2 = r2,   aw= a,   y= 0,   расчет колес упрощается;

– равносмещенное, когда x1 = –  x2, здесь также начальные окружности совпадают с делительными, расчет упрощается, но в меньшей степени;
– неравносмещенное, общий случай зацепления, при x1 
[image: image477.wmf]¹

 x2.
6.10.Определение окружности вершин
Остается неопределенной окружность вершин, по которой точится заготовка колеса. Прежде найдем высоту головки зуба. 
Принимаем условие: в рабочем зацеплении  двух колес должен быть обеспечен радиальный зазор между головкой одного колеса и впадиной другого. Величина зазора стандартом не регламентируется, но для определенности принимают его равным c*m. 
Из рис.6.14, где показаны зуб 1-го колеса и впадина 2-го колеса, высота головки зуба 1-го колеса
ha1 = hf​2 +ym-c*m.
Подставив 

hf​2 = m(
[image: image478.wmf]*

a

h
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получим
ha1 =m(
[image: image479.wmf]*
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Эту формулу преобразуют, вводя обозначения

Σx = x1+x2,                     Δy= Σx- y,

где Σx – суммарный коэффициент смещения,

      Δy – коэффициент уравнительного смещения.

[image: image480]
Тогда          
x2 = Σx- x1 =y+ Δy - x1
и высота головки зуба 1-го колеса
ha1= m(
[image: image481.wmf]*
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Теперь можно определить радиус окружности вершин 1-го колеса
ra1 = r 1 – ha1.
Здесь можно использовать формулы  как (6.11), так и (6.12).
6.11. Показатели качества зацепления
Полученные выше формулы достаточны для выполнения геометрического расчета зубчатой передачи. Однако, как показывает практика, необходим учет некоторых ограничений при выборе параметров колес, таких как числа зубьев, коэффициенты смещения. Ниже рассмотрим эти ограничения.
6.11.1. Подрезание зубьев
При нарезании инструментальной рейкой колес с малым числом зубьев может появиться подрезание ножки зуба (рис.6.15). Крайняя точка прямолинейной части головки зуба рейки образует вырез у основания зуба колеса, что снижает его прочность, уменьшает эвольвентную часть профиля, является недопустимым дефектом.
На рис.6.16 изображено то положение рейки и колеса, когда касаются крайняя точка прямолинейной части зуба рейки и соответственно крайняя точка эвольвентной части зуба колеса в  точке L на линии зацепления, она же общая нормаль n – n.


[image: image482]  

     Точка B является крайней точкой теоретической линии зацепления рейки и колеса, и точка L  не должна оказаться ниже точки B, иначе – подрезание. В то же время расстояние LB есть радиус кривизны ρL эвольвенты зуба колеса в точке L. Таким образом приходим к условию неподрезания: ρL
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0. Из рис.6.16 
LB = P0 B- P0L =rsinα – 
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Подставляя, получим
ρL = 
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Отсюда видно, что ρL растет с увеличением коэффициента смещения x , и наоборот ρL уменьшается с уменьшением x. Подставим в формулу (6.13) условие ρL= 0, найдем минимальный коэффициент, при котором обеспечивается неподрезание зуба
                 xмин =
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Подставив в (6.14) xмин = 0, получим минимальное число зубьев колеса, при котором нет необходимости вводить смещение инструмента

zмин = 
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Совместным преобразованием (6.15) и (6.14) можно получить

xмин = 
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Если при нарезании применяется стандартный инструмент, т.е. 
[image: image490.wmf]*
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=1, α=20°, то zмин =17, а минимальный коэффициент смещения
xмин = 
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6.11.2. Заострение зубьев

С увеличением коэффициента смещения толщина ножки зуба увеличивается, но утоньшается головка зуба, снижается ее прочность, и может даже оказаться толщина на окружности вершин отрицательной (рис.6.17,а), что конечно, недопустимо. Практикой рекомендуется условие незаострения 
sa = (0,2…0.4)m.
Для определения величины sa используем формулу (6.9)
sа = 2 rа
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где αа = arccos
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6.11.3. Перекрытие в зацеплении

ВКП в зубчатом механизме имеет прерывистый характер, если рассматривать зацепление одной пары сопряженных зубьев. Но для механизма перерыва в зацеплении не должно быть, необходимо перекрытие: одна пара зубьев еще не вышла из зацепления, а вторая уже вошла. Степень перекрытия характеризуют коэффициентом перекрытия εα.

Изобразим в парном зацеплении (рис.6.18,а) следующие окружности двух колес: начальные (rw1, rw2), основные (rb1, rb2 ) и вершин (ra1, ra2). 

Проведем теоретическую линию зацепления B1B2, как общую касательную к основным окружностям. Окружности вершин, пересекаясь с линией зацепления, выделяют активную ее часть H1H2, обозначаемую qα.


[image: image494]
Коэффициент перекрытия определяется следующим образом

εα = 
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где pα – шаг зацепления, это шаг зубьев по общей нормали к одноименным профилям  (рис.6.18,б). В эвольвентном зацеплении шаг зацепления pα равен шагу по основной окружности pb,  но 
pb= pcosα = πmcosα.
Из рис.6.18,а имеем
(H1H2 ) = H1P0 + H2P0;  
где               H1P0 = B1H1 – B1P0 = rb1 tgαa1 – rb1 tgαw.
Аналогично
H2P0 = B2H2 – B2P0 = rb2 tgαa2  –  rb2 tgαw.
После подстановки и преобразований получим
εα =
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Углы профиля на окружности вершин, как отмечалось ранее, определяются следующим образом

αa1 = arccos
[image: image497.wmf]1

1

a

b

r

r

,  αa2 = arccos
[image: image498.wmf]2

2

a

b

r

r

.
Коэффициент перекрытия может определяться и графически: соединив точки H1 и H2 с точками O1  и O2 , получим т.н. углы перекрытия 

φγ1 = 
[image: image499.wmf]Ð

H1 O1 H2 ,            φγ1 = 
[image: image500.wmf]Ð

H1 O2 H2.
(На рис.6.18  углы перекрытия не показаны ). 

Коэффициент перекрытия равен
εα =
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где τ1 , τ2 – угловые шаги колес.
 Перекрытие в передаче обеспечено, если εα 
[image: image503.wmf]³

1. При εα < 1, что наблюдается при малых числах зубьев, в зацеплении – перерывы, это вызывает удары, шум, преждевременный выход из строя. И все же εα<1 допускается для нереверсивной передачи при спокойной ее нагрузке. 
6.11.4. Явление интерференции
Интерференцией называют явление наложения профиля головки зуба на переходную кривую ножки сопряженного профиля, т.е. эвольвентный профиль одного колеса контактирует с неэвольвентным профилем второго колеса. Это явление схоже с подрезанием ножки зуба, характерно для передач с большим передаточным отношением и особенно для внутреннего зацепления.
На рис. 6.19 обозначено:
L – крайняя точка эвольвентной части профиля,
 P– крайняя рабочая точка,
 rP , rL – радиусы окружностей, проведенных через эти точки,
 ρL ,  ρP – радиусы кривизны эвольвенты в соответствующих точках. 
Из рис.6.19 ясно, что условием отсутствия интерференции является
rP ≥ rL   или    ρP ≥ ρL . Величина ρL определена ранее (6.13), а выражение для нахождения ρP получим из рис.6.20. Крайняя рабочая точка на ножке 2-го колеса P2 находится в точке H1 линии зацепления, радиус кривизны эвольвенты в этой точке ρP2 = H1B2. Далее из рис.6.20
H1B2 = B1B2 – B1H1 = B1 P0 + B2 P0 – rb1tgαa1= rw1tgαw  + rw2tgαw– rb1tgαa1.
Окончательно
ρP2 = aw tgαw– rb1tgαa1.
Вычислив радиус кривизны в точке L 
ρL2 = 
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проверим условие отсутствия интерференции на   ножке 2-го колеса.

[image: image505]
Аналогичную проверку надо провести и для ножки 1-го колеса, т.е.
ρP1 ≥ ρL1 , 
где
ρP1 = aw tgαw– rb2tgαa2 ,     ρL1 = 
[image: image506.wmf]a

-

-

a

*

sin

)

x

h

(

m

sin

mz

a

1

1

2

.
6.11.5.Удельное скольжение зубьев
Выше уже отмечалось, что зубья колес перекатываются друг по другу с относительным скольжением, вызывающим износ зубьев. Выше получена общая формула для определения скорости скольжения (6.3). Здесь несколько углубим вопрос уже для конкретного эвольвентного зацепления. Изменим рассмотренный ранее рис.6.2, введя элемент эвольвентного зацепления (рис.6.21), а именно угол зацепления  αw.

   
[image: image507]
В качестве сравнительных  характеристик вводят коэффициенты удельного скольжения
η12 =
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где  η12  называют коэффициентом удельного скольжения зуба 1-го колеса относительно зуба 2-го, η21 – соответственно наоборот, 2-го относительно 1-го.

Выразим эти коэффициенты через геометрические размеры зацепления на рис.6.21:
Vr1 = V1 sinγ1 = ω1(O1K) sinγ1 = ω1 (MK) = ω1(MP0 + P0K) = ω1(rw1sinαw+lp).
Здесь обозначено lP = (P0K) – расстояние точки касания K от полюса зацепления P0. 

Используем формулу (6.3) Vск = (ω1 + ω2) lP. После подстановки и преобразований получим
η12 = 
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где обозначено i21 = 
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– передаточное отношение от 2-го колеса к 1-му.
Аналогично найдем второй коэффициент удельного скольжения
η21 = 
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где обозначено i12 = 
[image: image513.wmf]2

1

w

w

– передаточное отношение от 1-го колеса ко 2-му.

Коэффициенты η12  и η21 – величины безразмерные, для конкретной передачи это функции от аргумента  lP. Чтобы  визуально оценить скольжение зубьев в передаче, строят диаграммы коэффициентов удельного скольжения. Например, на рис.6.22 приведены такие диаграммы для передачи с параметрами z1 =12, z2 =28, ha*=1.

[image: image514]  
Как видно из диаграмм, скольжение на ножках зубьев большее, чем на головках, и большее у меньшего колеса (η12), желательным же является одинаковость скольжения и соответственно износа зубьев.

Итак, основные критерии качества зубчатой передачи просмотрены Ясно, что все критерии  зависят от выбранных параметров колес и режущего инструмента, т.е. от m, z1, z2 , ha*, α, а также от коэффициентов смещения x1, x2. Первые 5 основных параметров определяются, как правило, по исходным данным проектирования передачи, т.е. в зависимости от передаваемой мощности и передаточного отношения.
 Для достижения требуемого качества оперируют  коэффициентами смещения. Их выбирают прежде всего из условия неподрезания зубьев и далее проверяют остальные критерии качества. Влияние коэффициентов смещения имеет противоречивый характер, поэтому трудно принять оптимальные значения. В ответственных случаях для разрабатываемой передачи строят т.н. блокирующий контур. Это расположение на координатном поле    x2 (x1) всех ограничений, т.е. по подрезанию, по заострению, по перекрытию и т.д. Получается допустимая область выбора коэффициентов x1, x. Описание построения блокирующего контура приводится в литературе.
6.12. Особенности расчета других видов зубчатой передачи

Косозубая цилиндрическая передача состоит из двух косозубых колес. У прямозубого колеса линии зубьев параллельны оси вращения (рис.6.23, а), у косозубого (рис.6.23, б)  они составляют с осью вращения угол β, выбираемый конструктивно от 8° до 15°. При работе косой зуб постепенно входит в касание с сопряженным, ввинчиваясь во впадину второго колеса. Это повышает плавность работы, снижает шум, повышает несущую способность передачи, поэтому ее применяют при повышенных скоростях. Недостатком передачи является наличие нежелательных осевых нагрузок, передаваемых на валы и опоры, КПД передачи принимают равным 0,97. 

При геометрическом расчете косозубого колеса используют шаг нормальный p = πm    (рис.6.23, б) и шаг торцевой pt = πmt,  где m –модуль нормальный, mt –  торцевой модуль. Из рис.6.23,б определяют  
pt =p/cosβ,
и тогда

mt = m/cosβ.
Нормальный модуль  m  принимают по стандарту, а  mt рассчитывают при выбранном β. Радиусы колеса определяют в торцевой плоскости:

– радиус делительной окружности
r = mt z / 2 ,
– радиус окружности вершин       
ra = r +ha*m ,

–радиус окружности впадин   

rf   = r – m (ha* + c*) .

Косозубые колеса также могут нарезаться со смещением, формулы расчета приводятся в справочной литературе.

Коническая зубчатая передача в отличие от плоской цилиндрической является пространственным механизмом. Здесь рассматривают делительные конусы с делительными углами φ1, φ2 (рис.6.24). 

Обычно φ1 +  φ2 = 90°, такую передачу называют ортогональной.
Размеры колес определяют на внешнем дополнительном конусе (с вершиной в точке O1).  Делительный радиус
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где me – стандартный модуль.

Радиус окружности вершин
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Передаточное отношение
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Колеса могут быть с прямым и криволинейным зубом. В обоих случаях есть осевые усилия, что является также существенным недостатком этой передачи.

Червячная передача (рис.6.25) – пространственный механизм со скрещивающимися осями, состоит из червяка и червячного колеса. 

[image: image518]Червяк – это косозубое колесо с  малым числом зубьев (z1= 1, 2, 4) и с большим углом  наклона зубьев β. Такое колесо фактически превращается в винт с числом заходов z1 и углом наклона витка λ = 90° – β. Червяк изготавливается из стали нарезанием  на токарном станке, закаливается и шлифуется.

Червячное колесо – косозубое  с числом зубьев z2 > 28 и углом наклона зубьев  λ. Для получения линейчатого контакта в зацеплении колесо модифицировано: его зубья охватывают червяк по дуге с углом обхвата 60…100°, поэтому наружная поверхность колеса – тороидального типа, имеет двоякую кривизну. 

При геометрическом расчете передачи за основу принимается осевой модуль червяка m=p/π,   где p- осевой шаг,  p = t/z1, t – ход винтовой линии червяка. Модуль также выбирается из стандартного ряда.
 Радиус делительной окружности червяка

                                                        r1=0,5qm,
где q – коэффициент, принимаемый конструктивно из условия жесткости  червяка в диапазоне    q = 7…16.
Радиус вершин червяка
                                                     ra1 = r1 + ha*m .

Размеры червячного колеса рассчитывают по формулам косозубых колес. Наружный диаметр DН принимается конструктивно:  DН = da2 +(1…2)m.
Червячная передача обладает большой нагрузочной способностью, отличается высокой плавностью работы, позволяет осуществлять большие передаточные отношения, в силовых механизмах i12 = 10…80, в приборах 7…100 и  выше. Передаточное отношение определяется так же 

                                        i12 = ω1 / ω2 = z2 / z1.

Недостаток передачи – низкий КПД (0,5…0,8), который падает с увеличением  i12 из-за потерь на трение при значительном скольжении зубьев. Для уменьшения трения червячное колесо или его зубчатый венец делают из бронзы, что существенно отражается на стоимости передачи.

6.12.1. Силы в зубчатом зацеплении

В прямозубой передаче (рис.6.26) при равномерном движении сила давления Fn, (на зубе ведомого колеса 2, без учета трения – это нормальная сила), действует по общей нормали к профилям зубьев n-n и может быть разложена на составляющие:   окружную   F,  преодолевающую момент сопротивления   T2 ,  и  поэтому 
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Полную силу  
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n также выражают  через момент cопротивления
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Величину полной силы  используют при расчете зубьев на прочность, радиальную и окружную силы – при расчете валов и опор.

 Как уже отмечалось, в косозубой, конической и червячной передачах возникают также осевые силы, воспринимаемые опорами вала. Так, в косозубой передаче осевое усилие Fa = F tgβ.

6.13. Многозвенные зубчатые механизмы

Для увеличения передаточного отношения зубчатого механизма его выполняют многозвенным. Возможны два вида схем соединения зубчатых колес: рядовые и планетарные.

 6.13.1. Рядовые передачи
В рядовой схеме  все геометрические оси колес неподвижны. В 2-ступенчатой передаче (рис.6.27, а) передаточные отношения 1-й и 2-й ступеней соответственно равны
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Если их перемножить, получим
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Таким образом, в рядовой многоступенчатой передаче полное передаточное отношение равно произведению передаточных отношений отдельных ступеней.
Для определения передаточного отношения сложной кинематической цепи используют также формулу через числа зубьев входящих в эту цепь колес

i1n  = (–1)m
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где m –  число внешних зацеплений в кинематической цепи.
Часто применяют рядовую передачу с промежуточным (паразитным) колесом (рис.6.27, б). Передаточное отношение здесь как двухступенчатой передачи
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Промежуточное колесо z2 не влияет на величину передаточного отношения, но изменяет направление вращения и позволяет увеличить межосевое расстояние.
6.13.2. Планетарные механизмы

В планетарной схеме (рис.6.28) центральные колеса 1 и 3 вращаются вокруг неподвижной центральной оси, а сателлит 2 совершает сложное движение, состоящее из вращения вокруг собственной оси и вращения вместе с осью вокруг центральной оси. Звено H , называемое водилом, водит ось сателлита.

Такой механизм имеет подвижность

W = 3n – 2p5 – p4 =3∙4 –2∙ 4 –2 = 2
и по назначению является дифференциальным, т.е. может суммировать законы движения двух любых звеньев, например, 1 и 3, выдавая результирующий закон на водиле H. 

Обозначив скорости подвижных звеньев планетарного механизма 
ω1,  ω2,   ω3 ,  ωH,

сообщим мысленно всему механизму скорость (– ωH). Получим новые скорости звеньев 
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Все геометрические оси стали неподвижными, механизм преобразовался в рядовую передачу, для которой можно записать передаточное отношение


[image: image532.wmf]H

H

H

i

w

-

w

w

-

w

=

3

1

13

 .                                                  ( 6.18)                       
Полученное выражение (формула Виллиса) связывает скорости звеньев планетарного механизма через  передаточное отношение преобразованного механизма, т.е. механизма при остановленном водиле. А это передаточное отношение можно выразить через числа зубьев колес (с учетом знаков)  
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Чаще планетарный механизм используют при W = 1, соединяя одно из центральных колес со стойкой, получается планетарный редуктор. Так, если в механизме на рис.6.28 колесо 3 соединить со стойкой, получим наиболее простой и часто применяемый редуктор Джемса. Входным звеном назначим колесо 1, выходным – водило H. Используем формулу (6.18), подставляя в нее ω3 = 0,
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Отсюда  передаточное отношение редуктора, от 1-го колеса к водилу H при остановленном 3-м колесе,
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Передаточное отношение преобразованного механизма для рассматриваемой схемы найдено (6.19). Подставляя его в (6.20), получаем
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 Существует значительное число схем планетарных редукторов. Кроме редуктора Джемса рассмотрим еще 3 достаточно распространенные схемы. Для них характерно применение блочных сателлитов: на одном валу закрепляются два колеса, обозначаем их 2 и 2', они представляют одно звено.
 Итак, изображаем (рис.6.29) схему с двумя внешними зацеплениями (редуктор Давида). Здесь передаточное отношение преобразованного механизма

[image: image537.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¢

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

2

3

1

2

13

z

z

z

z

i

H

= 
[image: image538.wmf]2

1

3

2

z

z

z

z

¢

.
По формуле (6.20), пригодной для всех планетарных редукторов, имеем передаточное отношение редуктора Давида
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В этой схеме интересно то, что можно подобрать такие числа зубьев, что  величина 
[image: image541.wmf]H

i

13

 будет близкой к единице, и тогда 
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→ ∞ , т.е. в такой схеме можно получать большие передаточные отношения  (от водила к 1-му колесу). Однако с увеличением 
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 Третья схема планетарного редуктора – с внешним и с внутренним зацеплениями (рис.6.30,а). Ее передаточное отношение
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[image: image547]
В 4-й схеме – с двумя внутренними зацеплениями  (рис.6.30,б) – передаточное отношение определяется таким же выражением (6.21), как и в схеме Давида. 
Ценным достоинством планетарных редукторов является компактность конструкции: если установить на водиле  в одной плоскости не один, а несколько сателлитов, то получится многопоточная передача мощности, что позволяет выполнить колеса и редуктор меньших размеров. Используется в планетарных редукторах  и большое передаточное отношение (от 8 до 80 и выше), но как уже отмечено выше, с его увеличением резко снижается КПД передачи.

6.13.3. Кинематические условия синтеза планетарных механизмов
Как и в рядовой передаче, при проектировании планетарных редукторов исходными данными являются мощность и передаточное отношение. Выбираются модули, числа зубьев колес. И в этой части планетарные механизмы имеют свои особенности. На выбор чисел зубьев, а также на выбор чисел сателлитов накладывают ограничения 3 условия: соосности, соседства и сборки. Рассмотрим их в отдельности на примере 1-й схемы, редуктора Джемса.

Условие соосности означает, что геометрические оси центральных колес 1 и 3  должны совпадать. На  рис.6.31 это условие выполняется, если соблюдается равенство
rw1+2rw2  = rw3 .
Если все колеса нарезаны без смещения, то условие упрощается
r1+2r2  = r3,

и после подстановки  (r=mz/2) получим условие соосности  для 1-й схемы

 в таком виде
z1+2z2 = z3.                                             (6.22)
Подобные выражения можно получить и для других схем редукторов.

[image: image548]
Как уже было сказано, для увеличения передаваемой мощности, а также для обеспечения динамической уравновешенности механизма на водиле в одной плоскости размещают равномерно по окружности несколько сателлитов. Условие соседства означает, что сателлиты, установленные в одной плоскости, не должны касаться друг друга. Очевидно, их число должно быть ограничено. Найдем наибольшее число сателлитов, не нарушающее условие соседства. На рис.6.32 представлена такая критическая ситуация, когда два соседних сателлита касаются друг друга окружностями вершин. Продолжаем считать, что все колеса нарезаны без смещения.
При равномерном расположении k сателлитов по окружности угол между соседними сателлитами
φH = 2π/k.

Из рис.6.32 очевидное условие соседства   

[image: image549.wmf]Ð

 AO1O2 
[image: image550.wmf]£

  0,5φH  .
С другой стороны в прямоугольном треугольнике AO1O2
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Окончательно условие соседства
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Выше мы определяли число степеней свободы планетарного механизма и далее у редуктора считали W =1, но каждый раз при этом имели в виду, что в механизме один сателлит. Если же мы устанавливаем не один, а два или несколько сателлитов в одной плоскости, то эти дополнительные сателлиты являются с точки зрения структуры механизма пассивными связями. Установка же пассивных связей всегда требует выполнения дополнительных условий.Таким условием для планетарного механизма является условие сборки.
Пусть в схеме 1 сателлит а (рис.6.33)  имеет четное число зубьев и его противоположные зубья входят во впадины обоих центральных колес. Отметим, что колесо 1 имеет вверху на вертикальной оси впадину. Повернем водило на угол  φH , чтобы место сателлита а занял сателлит б. Колесо 1 при этом повернется на угол φ1, величину которого найдем , зная передаточное отношение редуктора
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откуда 
φ1 = φH
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Условие сборки будет заключаться в том, что после произведенного поворота водила на вертикали должна снова оказаться впадина колеса 1. Это же возможно, если перемещение по дуге  делительной окружности колеса 1 составляет целое число шагов,т.е.,

   φ1r1  = E p,                                                   (6.24)
где r1 –делительный радиус 1-го колеса, E – целое число, p– делительный шаг. После всех подстановок  в (6.24)  получим  окончательное условие сборки для 1-й схемы
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7. КУЛАЧКОВЫЕ МЕХАНИЗМЫ
Кулачковый механизм, подобно зубчатому, является 3-х-звенным механизмом с ВКП (рис.7.1). Состоит из кулачка 1, толкателя 2 и стойки 3. Входным звеном обычно является кулачок. Механизм, как правило,  предназначен для преобразования вращательного движения кулачка в поступательное толкателя . Кулачковые механизмы широко применяются благодаря возможности получения многообразных  законов движения толкателя, в т.ч. с остановками.  
 7.1. Классификация
Весьма разнообразны схемные и конструктивные решения механизмов. Обычно это плоские механизмы, о них и будет идти ниже речь.
 Различают кулачковые механизмы:


[image: image560]– по виду движения  кулачка : чаще – с вращательным ( рис.7.1, а), реже – с поступательным ( рис.7.1, б);
– по роду движения толкателя: с поступательным (рис.7.1, а,б) , вращательным (рис.7.1,в),  иногда – со сложным движением.
Некоторые используемые конструкции толкателей представлены на
 рис 7.2. 

[image: image561] 

ВКП, образуемая кулачком и толкателем, чаще   имеет силовое замыкание ( сила тяжести или пружины), реже геометрическое (рис.7.3) 


[image: image562]
Наибольшее применение находят 3 схемы кулачковых механизмов (рис.7.4):
а– с поступательно движущимся роликовым толкателем;

          б – с коромысловым роликовым толкателем;

в – с плоским поступательно движущимся толкателем.


[image: image563]
7.2. Кинематика кулачковых механизмов
При кинематическом исследовании строят графики функций перемещения, скорости и ускорения толкателя как функции времени или, что чаще, угла поворота кулачка φ. При поступательном движении толкателя
 это диаграммы s(φ), v(φ), w(φ), при коромысловом толкателе – ψ(φ), ω(φ), ε(φ). Типичная диаграмма перемещения s(φ) приведена на рис.7.5. На диаграмме выделены 4 характерных фазы движения толкателя:

φбс – ближнего стояния; φу – удаления; φдс – дальнего стояния; φв –  возврата.
Диаграмма может быть получена экспериментальным путем при наличии изготовленного механизма либо расчетным путем, если имеется контур (профиль) кулачка.
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Масштабные коэффициенты диаграммы находят известным образом:
μφ=
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где L – длина абсциссы, соответствующая одному обороту кулачка.
Профиль кулачка состоит из отдельных кривых и прямых участков, соответствующих фазам движения толкателя. Например, на рис.7.6 показан профиль, состоящий из двух дуг окружности аб и вг, соответствующих фазам ближнего и дальнего стояния, и кривой бв, соответствующей фазе удаления, и прямой га , соответствующей фазе возврата. 
Радиус окружности, включающей меньшую дугу аб, называют радиусом основной шайбы кулачка. Если кулачковый механизм имеет роликовый толкатель, то кроме действительного профиля абвг, рассматривают и центровой (или теоретический) профиль, как эквидистанту  действительного профиля, отстоящей на величину радиуса ролика rр.
Построив диаграмму перемещений, дифференцируют ее дважды графически или аналитически (если есть возможность). Получают  диаграммы скоростей v и ускорений w с соответствующими масштабными коэффициентами μv и  μw.
Угол поворота кулачка φ в общем есть функция времени, φ = φ(t), угловая  скорость ω = dφ/dt, и дифференцирование функции перемещения толкателя s( φ) по времени дает скорость толкателя 
v =
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где величина 
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 называется аналогом скорости, измеряется в мм.

Следующим дифференцированием по времени получаем ускорение толкателя
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w=
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где ε – угловое ускорение кулачка,

   
[image: image575.wmf]2

2

j

d

s

d

 – аналог ускорения, также измеряется в мм.

Обычно при исследовании принимается ω = const. В таком случае 
w=ω2
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Итак, скорость и аналог скорости, а также ускорение и аналог ускорения связаны прямой зависимостью, и поэтому график скорости одновременно является и графиком аналога скорости, но масштабные коэффициенты μv  и 
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– величины разные. То же относится к ускорению и аналогу ускорения. При исследовании удобно пользоваться аналогами, т.к. они не зависят от скорости кулачка.
Важен характер  диаграмм на участке удаления. Если здесь график перемещения s прямая наклонная линия (рис.7.7,а), то v = const , а ускорение w→ ∞. Такой закон движения называют с жестким ударом.
Если в начале фазы удаления ускорение получает конечный скачок (рис.7.7,б),  то это закон с мягким ударом. Если же диаграмма ускорения начинается с нуля, имеем безударный закон (рис.7.7,в).


[image: image578]
Законы с ударом применяют при малых скоростях и массе толкателя, безударные законы требуют высокой точности изготовления механизма.

Все сказанное выше справедливо и для коромыслового толкателя. 

7.3. Динамика кулачкового механизма

 Рассмотрим силы, действующие на толкатель, в кулачковом механизме с поступательно движущимся игольчатым толкателем (рис.7.8). В точке касания толкателя и кулачка, точке B , проведем касательную t-t и нормаль n-n. На толкатель действуют силы:


[image: image579]
Q- активная (заданная) сила;

         P n – нормальная сила давления кулачка;

          N1 , N2 – нормальные реакции в направляющих;
           F1, F2 – силы трения в направляющих;

 F3 – сила трения между толкателем и кулачком.

Введем обозначения: 
α – угол давления, это угол между нормалью n-n, по которой действует нормальная сила давления, и скоростью толкателя V;
 ρ – угол трения в ВКП, на который отклоняется от нормали полная реакция кулачка P.  Известно, что F3 = Pn tg ρ.
Запишем силы трения  в направляющих:
F1 = f N1,   F2 = f N2 ,

где f – коэффициент трения.
Используем принцип Даламбера, к толкателю добавим силу инерции, но  будем считать, что она уже включена в силу Q. Применяем уравнения равновесия толкателя  
ΣFY =0;                -Q+Pcos(α +ρ) –F1 – F2  = 0;
ΣFX = 0;                N1 –  N2 – Psin(α +ρ) = 0;
ΣMA = 0;               N2 l – Psin(α +ρ)· yA = 0.

Совместное решение уравнений дает

P =
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Ясно, что сила, обеспечивающая движение толкателя, зависит от геометрических размеров (α, yA , l) и материалов механизма (f, ρ). Понятно также, что если знаменатель в выражении (7.1) стремится к нулю, то сила P→ ∞, а это означает, что как бы ни велика была эта сила, толкатель не будет двигаться, он заклинен силами трения.  Такое явление называется также самоторможением. Приравняв знаменатель нулю, найдем условие заклинивания
tg(α +ρ) = 
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Однако на практике этой формулой не пользуются, а просто вводят ограничение угла давления. Для механизмов с поступательно движущимся толкателем принимают допустимый угол αД = 25…30º, при коромысловом толкателе этот угол увеличивают до 35…40º.
При необходимости расчета мощности привода кулачкового механизма определяют необходимый  крутящий момент на кулачке. Из рис.7.8 можно получить (разложив силу P  по осям X, Y ) крутящий момент на валу кулачка
T =  Psin(α +ρ) (s +
[image: image582.wmf]2

2

0

e

r

-

) +  Pcos(α +ρ) ·e,
где e – смещение оси толкателя (эксцентриситет).
7.4. Определение угла давления
Важность угла давления для нормальной работы кулачкового механизма требует контроля его величины. Графически определить его величину несложно (см. рис.7.8): в точке касания толкателя и кулачка надо провести касательную t-t и нормаль n-n к профилю и измерить угол между нормалью и направлением скорости толкателя. Если в механизме толкатель роликовый, то нужно использовать не действительный профиль, а центровой. Замеры выполняются в нескольких размеченных положениях.
Точность графического способа невелика, поэтому необходим и аналитический метод.
 Изобразим схему того же механизма на рис.7.8, но повернем ее на 90º (рис.7.9), чтобы провести аналогию ВКП кулачкового механизма с ВКП реечного зацепления (см. рис.6.4). Точка P, точка пересечения нормали n-n с линией межцентрового расстояния OP, перпендикулярной скорости толкателя V, является полюсом зацепления или мгновенным центром вращения в относительном движении кулачка и толкателя. Поэтому
OP =  
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На рис.7.9 в ∆CBP
tgα =
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Подставив, получим
 tgα =
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Формула (7.2) связывает кинематические (ds/dφ, s) и динамические (α) параметры кулачкового механизма с его геометрическими размерами (r0 , e). Анализируя данное выражение, видим, что уменьшить угол давления можно прежде всего увеличением r0 , а также, хотя и в меньшей степени, увеличением эксцентриситета e.
Подобное выражение можно получить и для механизма с коромысловым толкателем. При плоском же толкателе угол давления всегда равен нулю.

7.5. Проектирование кулачковых механизмов
Исходными данными при проектировании кулачковых механизмов являются: схема; закон движения толкателя в виде одной кинематической диаграммы, например, диаграммы ускорения с фазовыми углами; ход толкателя; допустимый угол давления; длина коромысла. Задача проектирования – получить профиль кулачка (действительный).  При  этом используют как графические методы (проще и чаще) [2 ], так и аналитические (реже). Наиболее удобны  графоаналитические методы с применением ЭВМ [ 3 ].
В ходе проектирования выполняются три этапа: построение кинематических диаграмм, определение минимального радиуса кулачка и построение профиля кулачка. Ниже используем пример кулачкового механизма с плоским поступательно движущимся толкателем. Построения для других схем приведены в [2].
7.5.1.Построение кинематических диаграмм 
На данном этапе заданную  диаграмму аналога ускорений d2s/d(2 дважды графически интегрируют, получая сначала диаграмму аналога скорости ds/d(, затем диаграмму перемещений s(().  Графическое 
[image: image589]
интегрирование, как математическая операция, уже нами использовалось (см. рис.6.4). Пример кинематических диаграмм толкателя приведен на рис.7.10, 7.11.

После построения диаграмм определяются:
– масштабный коэффициент угла поворота кулачка   
µ(  = ((  у + (  дс + (  в ) / L,     рад/мм
где L – принятая длина абсциссы диаграмм;
– масштабный коэффициент перемещений

µ s  = h/(s max),     мм/мм,
где  h– заданный ход толкателя в мм,
      (s max) – наибольшая ордината на диаграмме перемещений в мм; 
– масштабный коэффициент аналога скорости

(  ds/d(   = µ s  / (H v ·µ (  ),    мм/мм
где H v – полюсное расстояние при втором интегрировании, мм;

– масштабный коэффициент аналога ускорения

( d 2s / d( 2   = (  ds/d(   / (H w ·µ (  ),    мм/мм,

где H w  – полюсное расстояние при первом интегрировании, мм.

        7.5.2. Определение минимального радиуса кулачка

 Радиус основной шайбы r0 определяет габариты кулачка, поэтому стремятся его принять минимальным. В механизмах с роликовым толкателем должен быть учтен допускаемый угол давления.
Для этого из двух  диаграмм, перемещения и аналога скорости, строят с общим масштабным коэффициентом новую диаграмму, связывающую перемещение и аналог скорости, и основываясь на формуле (7.2), выполняют дополнительные построения, связанные с углом давления. Об этом подробно описано в пособии [2].

При плоском толкателе минимальный радиус ограничен условием выпуклости кулачка (тарельчатая поверхность толкателя не сможет контактировать с вогнутой поверхностью). Это очевидное условие приводится к математическому выражению, связывающему параметры механизма,  

[image: image590.wmf]  
[image: image591.wmf]0

0

2

2

45

tg

s

r

d

s

d

i

i

<

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

j

-

.
Для выполнения такого неравенства строят  диаграмму зависимости аналога ускорения  d 2s/d( 2  от перемещения s (рис.7.12). При этом и перемещения s, и аналоги ускорения d 2s/d(2  откладываем в одном масштабе. Далее к отрицательной ветви этой кривой под углом 45º к оси s проводим касательную до пересечения с осью s в точке A. От точки A откладываем отрезок (AO), который в масштабе представляет минимальный радиус кривизны  центрового профиля, равный 10 мм.
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7.5.3.Построение профиля кулачка

 Принимаем радиус основной шайбы кулачка r0 = r0min . Выбираем масштабный коэффициент построения
µ l  = r 0  / (r 0 ) , 
где (r 0 ) –  размер, принятый на чертеже (рис.7.13). 
Из выбранного центра O проводим окружность радиуса (r 0 ) и вертикальную радиальную прямую OC, изображающую линию движения толкателя.  Точка пересечения линии OC с окружностью (r 0 ) – точка B 0 – есть начальное положение толкателя. От точки B 0  в масштабе µ l  откладываем отрезки B 0 B i , соответствующие перемещениям s i , т.е.

(B 0 B i ) = (si )·µ s /µ l ,
где (s i ) – ординаты диаграммы s( ( ),

       µ s  – масштабный коэффициент  диаграммы s( ( ),

Из центра O проводим вспомогательную окружность радиуса OB 8  и далее используем метод обращения движения: придаем всему механизму угловую скорость (– ( k), равную скорости вращения кулачка и направленную ей противоположно. Кулачок становится неподвижным, а  толкатель совершает дополнительно вращательное движение вокруг оси кулачка.
Находим положения толкателя в относительном движении,  соответствующие разметке фаз 0..16. Для этого от линии OB 0 в направлении, противоположном вращению кулачка, откладываем  фазовые углы  ( у,  ( дс, 
( в. Дуги окружности радиуса OB 8, соответствующие углам  ( у и ( в , делим на   8 частей каждую. Из полученных точек деления 1,2,..16 проводим
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радиальные прямые. Эти прямые  представляют положения толкателя в относительном движении. Из центра O проводим дуги радиусами OB i  от точек B i  до пересечения  с соответствующими радиальными прямыми. В полученных точках пересечения  A1,  A2, A3 и т.д. строим перпендикуляры к радиальными прямым. Эти перпендикуляры представляют последовательные положения тарелки толкателя в относительном движении.

  С помощью лекала проводим кривую– огибающую всех положений тарелки, которая и является профилем кулачка.

 Необходимая длина плоской части толкателя (габарит тарелки)  определяется по формуле  l =  (ds/d( ) max ·  (  ds/d(   +2..3 мм,
где    (ds/d(  max ) – наибольшая ордината на диаграмме аналога скорости,

        (  ds/d(   – масштабный коэффициент диаграммы. 
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Рис.1.1. Кривошипно-ползунный механизм:


1- кривошип;2 - шатун; 3 – ползун; 4- стойка
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Рис.1.2.  Кинематические пары:


а –1-го класса;  б – 2-го класса; в – 3-го класса;


 г – 4-го класса; д,е��� – 5-го класса
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Рис.1.10. Начальные механизмы:


 а – кривошип 1 со стойкой 2;


 б – ползун 1 со стойкой 2
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Рис.1.11. Структурные группы 2-го класса:


а – 1-го вида; б – 2-го вида; в – 3-го вида; г – 4-го вида; д – 5-го вида
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Рис.1.12. Четырехзвенные механизмы:


а – кривошипно-коромысловый; б – кулисный; в – тангенсный;


г – синусный
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Рис.1.13. Структурные группы и механизмы 3-го и 4-го классов:


а – группа 3-го класса; б – механизм 3-го класса; в – группа 4-го класса,


г – механизм 4-го класса
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Рис.1.14. Структурный анализ механизма:


а – 6-звенный механизм; б – разложение при входном звене 1;


в – разложение при входном звене 5
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Рис. 2.1. Кулисный механизм


с качающейся кулисой
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Рис.2.2. Разметка положений


кулисного механизма
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Рис.2.3. Диаграмма перемещений кулисы
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Рис.2.4. Планы кулисного механизма:


а – план положения; б – план скоростей; в –  план ускорений
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Рис.6.9. Нарезание методом обкатки:


а –долбяком; б – инструментальной рейкой; в – червячной 


фрезой
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Рис.6.6.Линия зацепления
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Рис.6.4. Центроиды реечного зацепления:


Ц1 – центроида рейки; Ц2 – центроида колеса;


1 – зуб рейки; 2 – зуб колеса; 
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Рис.2.5. Планы 6-звенного механизма:


а- план положения; б –план скоростей; в - план ускорений
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Рис.3.1.Сила   инерции  при поступательном движении тела
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Рис.3.2. Силы   инерции на звеньях:


а –  при плоско-параллельном движении; б –  план ускорений звена; в –  при вращательном движении звена





P12





Рис.3.3. Реакции в кинематических парах:


а –  во вращательной; б –  в поступательной паре
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Рис.3.5. Кинематический и силовой анализ кривошипно-ползунного механизма:


а - план положения; б - план скоростей; в - план ускорений; г - группа 2-3;


 д - ползун;  е - план сил группы;  ж  - кривошип со стойкой; з - план сил кривошипа 
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Рис.4.1. Приведение сил: а -  действительный механизм; б – звено приведения;  


     в - план скоростей
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Рис.4.2. Диаграммы:


а – приведенного момента сил; б – приведенного момента инерции
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Рис.4.3. Тахограмма звена приведения
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Рис.4.4. Построение диаграммы энергомасс
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Рис.4.6. Трансформация диаграммы энергомасс
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Рис.4.5. Диаграмма энергомасс
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Рис.5.7. Эскиз


маховика
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Рис.5.1. Фрикционный механизм:


1 – ведущий диск; 2 – ведомый диск
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Рис.5.3. Ременная передача:


1 – ведущий шкив; 2 – ведомый шкив; 3 – ремень
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Рис.5.2. Лобовой вариатор:


1 – ролик; 2 – ведомый диск
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Рис.6.1. Элементы зуба
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Рис.6.5. Образование эвольвенты





Рис.6.7.Теоретический исходный контур





M





α





M





c*m





0,5p





0,5p





ha*m





ha*m





p





c*m








ω





V





Рис.6.10. Зацепление инструментальной рейки с колесом
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Рис.6.8. Нарезание методом копирования :


а – дисковой модульной фрезой; б – пальцевой фрезой
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Рис.6.12. Парное зацепление
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Рис.6.23. Цилиндрические колеса:


а – прямозубое; б – косозубое
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Рис.6.24. Коническая зубчатая передача
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Рис.6.25. Червячная передача:


1 – червяк; 2 – червячное колесо; 3 – зубчатый венец; 4 - центр 
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Рис.6.27. Рядовые передачи:


а  – 2-ступенчатая передача; б – с промежуточным колесом
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Рис. 6.28. Планетарный механизм:


1–центральное колесо; 2– сателлит;


3 – центральное колесо;  H – водило
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Рис.6.26. Силы в зацеплении
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Рис.1.3.  Кинематические цепи:


а – простая; б – сложная; в– замкнутая; г – разомкнутая








Рис.1.4. Структурная схема пространственного механизма





Y





111








1Y








Y








3











2





1





3





4





2





1





Рис.1.5. Шарнирный четырехзвенник





Рис.1.9. Заменяющий механизм





Рис.1.6. Шарнирный 5-звенник
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Рис.1.7. Механизм с пассивной связью





Рис.1.8. Кулачковый механизм:


1- кулачок; 2 – ролик; 3 - толкатель; 4 – стойка
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Рис.6.3. Общая нормаль в передаче


          внутреннего зацепления
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Рис.3.6. Активные силы на звеньях 6-звенного механизма





P5





μl = …   � EMBED Equation.3  ��� 





O2





O1





K





rw2





rw1





t





Рис.6.2. Скорости в ВКП зубчатого зацепления
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Рис.3.9. Силовой расчет кривошипа:


а – кривошип; б – план сил
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Рис.3.7. Кинетостатика группы 4-5 : 


 а – диада 4-5; б- план сил диады
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Рис.3.8. Кинетостатика группы 2-3 : 


 а – диада 2-3; б- план сил диады
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Рис.6.11. Определение делительной


 толщины зуба


окружности
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Рис.6.13. Определение толщины зуба
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Рис.6.14. Определение высоты головки зуба:


1 – зуб 1-го колеса; 2 – впадина 2 – го колеса
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Рис.6.15. Зубья колес:


а – без подрезания; б – с подрезанием   





Рис.6.16. К подрезанию зубьев:


1 – зуб рейки; 2 –зуб колеса
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Рис.6.17. К заострению зубьев:


а – заострение; б – нормальный зуб
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Рис.6.18. Определение перекрытия в зацеплении:


а – парное зацепление; б- шаг зацепления
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Рис.6.19. К явлению интерференции 
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Рис.6.20.Определение радиуса кривизны в крайней


рабочей точке профиля








Рис.6.21. К определению коэффициентов удельного


скольжения
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Рис.6.30. Схемы редукторов:


а- с внешним и с внутренним зацеплениями; б- с двумя внутренними зацеплениями


 





Рис.6.29. Редуктор Давида
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Рис.6.22. Пример диаграмм удельного скольжения
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Рис.7.8. Силы, действующие на толкатель
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                                    Рис.7.2. Виды толкателей:


а- игольчатый; б- роликовый; в- плоский (тарельчатый); г-сферический





Рис.6.32. Определение условия соседства
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Рис.6.31.Условие


соосности
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Рис.7.1. Кулачковые механизмы:


а – с вращательным; б – с поступательным движением кулачка; в – с вращательным движением толкателя; 1- кулачок; 2 – толкатель; 3 - стойка
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Рис.7.3. Замыкание ВКП:


а – силовое; б- геометрическое
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Рис.7.4.Наиболее применяемые схемы:


а- с поступательно движущимся роликовым толкателем;


б- с коромысловым роликовым толкателем;


            в – с плоским поступательно движущимся толкателем
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Рис.7.5. Диаграмма перемещений
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Рис.7.6. Профили кулачка:


1- действительный; 2 - теоретический
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Рис.7.7. Законы движения толкателя:


а – с жестким ударом; б – с мягким ударом;  в- безударный
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Рис.7.11.Диаграммы аналога скорости и перемещения
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Рис.7.9. Определение  угла давления





t





t





P








ω





б





� EMBED Equation.3  ���





φ





Рис.7.10.Диаграмма аналога ускорений
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Рис.6.33. Определение условия сборки
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Рис.7.12.Определение минимального радиуса
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